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Uvod

Bayesova véta

@ predstavuje mechanismus ziskavani informaci z dat,
@ opira se o teorii pravdépodobnosti,

@ formulovana Thomasem Bayesem (1701-1761),

@ k rozvoji prispél Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
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Priklady miry v bézném smysilu
@ obsah plochy,

@ objem télesa,

@ hmotnost télesa,
@ pocet prvka,
@ cena zbozi,
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Priklady miry: obsah plochy

Oznacme obsah plochy M jako S(M).

Pro libovolnou plochu M plati:

@ S(M) >0,

e 5(0) =0,

@ jestlize M = My U Mo, My N My = 0,
pak S(M) = S(M;) + S(Mo).
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Priklady miry: objem télesa

OznaCme objem télesa M jako V(M).

Pro libovolné téleso M plati:

e V(M) >0, @

@ jestlize M = My U Mo, My N Mo =0,
pak V(M) = V(M) + V(Mp).
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Priklady miry: pocet prvki

Oznacme pocet prvki mnoziny M jako N(M).

Pro libovolnou mnozinu M plati:

e N(M) >0,

e N(0) =0,

o jestlize M = My UMy, My N Mo =0,
pak N(M) = N(My) + N(Ms).
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Priklady miry: cena zbozi

Ozna¢me mnozinu jednotlivych polozek v nakupnim koSiku
jako M a jejich celkovou cenu jako C(M).

Pro libovolnou mnozinu M plati:

° C(M) >0,

e C(0) =0,

o jestlize M = My UMy, My N Mo =),
pak C(M) = C(My) + C(My).



Jakeé spolec¢né vlastnosti maji uvedené priklady mér?
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Spolecné vlastnosti

Jakeé spolec¢né vlastnosti maji uvedené priklady mér?

Je-li u obsah plochy / objem télesa / poCet prvku / cena,
pak pro libovolnou mnozinu M plati:

° (M) =0,
® u(0) =0,
@ jestlize M = My U Mo, My N My = (), pak

(M) = p(My) + p(Ms).
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Definice miry (kone¢né aditivni)

Necht Q je libovolnd mnoZzina a F je mnoZina podmnozin
mnoziny 2 takova, ze

1) Qe F,

2) pro kazdou mnozinu M € F plati Q\M € F,

3) pro kazdé My, M, € Fplati MiuM, € FaMyn M, € F.

Funkci p : F — (0, 4+00) U {+00}, pro kterou plati
2) pro kazdé My, M, € F, kde My N Mo = (), plati
w(My U Mz) = p(My) + p(Me),
nazveme mirou na algebfe mnozin F.



Pravdépodobnost je mira.
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Pravdépodobnost je mira.

Ale na jakych mnozinach?
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Nahodné jevy jako mnoziny

Mnozina elementarnich jevi Q - mnozina vSech moznych
vysledkl nahodného pokusu. Vysledkem je vzdy pravé jeden
elementérni jevw € Q.
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Nahodné jevy jako mnoziny

Mnozina elementarnich jevi Q - mnozina vSech moznych
vysledkl nahodného pokusu. Vysledkem je vzdy pravé jeden
elementérni jevw € Q.

Nahodny jev A C Q.
Nahodny jev A nastal pravé tehdy, kdyz w € A.



Mira
Pravdépodobnost
Bayesova véta

Nahodné jevy jako mnoziny

Mnozina elementarnich jevi Q - mnozina vSech moznych
vysledkl nahodného pokusu. Vysledkem je vzdy pravée jeden
elementérni jevw € Q.

Nahodny jev A C Q.
Nahodny jev A nastal pravé tehdy, kdyz w € A.

A

(D

A nastal.
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Nahodné jevy jako mnoziny

Mnozina elementarnich jevi Q - mnozina vSech moznych
vysledkl nahodného pokusu. Vysledkem je vzdy pravée jeden
elementérni jevw € Q.

Nahodny jev A C Q.
Nahodny jev A nastal pravé tehdy, kdyz w € A.

’C.w

A nenastal.
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Nahodny pokus - priklad

Nahodny pokus: hod Sestisténnou kostkou
@ Mnozina elementérnich jeva Q = {1,2,3,4,5,6}
@ Nahodny jev A ... ,Padlo prvocislo.”
@ Nahodny jev B... ,Padlo liché ¢&islo.”
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Nahodny pokus - priklad

Nahodny pokus: hod Sestisténnou kostkou
@ Mnozina elementérnich jeva Q = {1,2,3,4,5,6}
@ Nahodny jev A ... ,Padlo prvocislo.”
@ Nahodny jev B... ,Padlo liché ¢&islo.”

A
=AY
Q

Vysledek: Padlo Cislo 2 (tj. w = 2). Jev A nastal, jev B nenastal.
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Operace s nahodnymi jevy

Uvazujme ndhodné jevy A, B C Q.
@ Prunik jevii: AN B...nastane A a zaroven nastane B.
@ Sjednoceni jevi: AU B ... nastane A nebo nastane B.
@ Doplnék jevu: A= Q\A...nenastane A.
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Operace s nahodnymi jevy

Uvazujme ndhodné jevy A, B C Q.
@ Prunik jevii: AN B...nastane A a zaroven nastane B.
@ Sjednoceni jevii: AU B ... nastane A nebo nastane B.
@ Doplnék jevu: A= Q\A...nenastane A.

A B

ANB
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Operace s nahodnymi jevy

Uvazujme ndhodné jevy A, B C Q.
@ Prunik jevii: AN B...nastane A a zaroven nastane B.
@ Sjednoceni jevii: AU B ... nastane A nebo nastane B.
@ Doplnék jevu: A= Q\A ...nenastane A.

A B

AUB
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Operace s nahodnymi jevy

Uvazujme ndhodné jevy A, B C Q.
@ Prunik jevii: AN B...nastane A a zaroven nastane B.
@ Sjednoceni jevii: AU B ... nastane A nebo nastane B.
@ Doplnék jevu: A= Q\A ...nenastane A.

A
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Pravdépodobnost - definice

Necht
@ Q je libovolna mnozina (mnoZ. elementarnich jeva),
@ F je algebra podmnozin Q (nahodné jevy).
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Pravdépodobnost - definice

Necht
@ Q je libovolna mnozina (mnoZ. elementarnich jeva),
@ F je algebra podmnozin Q (nahodné jevy).

Pravdépodobnost

Pravdépodobnost je libovolna mira P definovana na
mnoziné F, pro kterou plati P(Q2) = 1.
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Pravdépodobnost - definice

Necht
@ Q je libovolna mnozina (mnoZ. elementarnich jeva),
@ F je algebra podmnozin Q (nahodné jevy).

Pravdépodobnost

Pravdépodobnost je libovolna mira P definovana na
mnoziné F, pro kterou plati P(Q2) = 1.

@ Trojici (22, F, P) nazyvame pravdépodobnostnim
prostorem.

@ Definice udava vlastnosti pravdépodobnosti, ale nedava
predpis, jak ji kompletné urcit!
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Pravdépodobnost - vlastnosti

Uvazujme libovolny pravdépodobnostni prostor (2, F, P). Pak
pro kazdé ndhodné jevy A, B € F plati

@ P(A) € (0,1),

@ P(A)=1— P(A),

@ P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANn B).

@ Jsou-li A1, Ao, ..., Ay € F navzajem disjunktni, pak

P(A1UAU---UAp) = P(A1) + P(A2) + - - - P(An).
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Priklad - autobus a vliak

Nastala snéhova kalamita a v takovém pfipadé ze zkuSenosti
vime, ze

@ s pravdépodobnosti 0,4 nejede vlak,

@ s pravdépodobnosti 0,7 nejede autobus,

@ a s pravdépodobnosti 0,2 jede autobus i vlak.

Jaka je pravdépodobnost, Ze pojede autobus nebo viak?



Nahodné jevy: A ...jede autobus, V ...jede viak
Zadano:

e P(V)=0,4
e P(A)=0,7
° P(ANV)=0,2

DA
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Priklad - autobus a vlak (feseni)

Nahodné jevy: A ...jede autobus, V ... jede vlak

Zadano:
e P(V)=0,4
o P(Z) 0,7

P(ANV) =
Pojede autobus nebo viak - - - AuV

P(AuV) = P(A)+P(V)-PANYV)
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Priklad - autobus a vlak (feseni)

Nahodné jevy: A ...jede autobus, V ... jede vlak

Zadano:
e P(V)=0,4
o P(Z) 0,7

P(ANV) =
Pojede autobus nebo viak - - - AuV

P(AUV) = P(A)+P(V)—P(ANV)
= (1-P@A)+(1-PV))-PANV)
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Priklad - autobus a vlak (feseni)

Nahodné jevy: A ...jede autobus, V ... jede vlak

Zadano:
e P(V)=0,4
o P(Z) 0,7

P(ANV) =
Pojede autobus nebo viak - - - AuV

P(AUV) = P(A)+P(V)—-PANYV)
(1—-PA)+(1—P(V))-PANYV)

= (1-0,79+(1-0,4)-0,2
0,7.
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Podminéna pravdépodobnost

Uvazujme ndhodné jevy A, B, kde P(B) > 0.

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B

P(AN B)

P(AIB) = “5r;
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Podminéna pravdépodobnost

Uvazujme ndhodné jevy A, B, kde P(B) > 0.

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B

P(AN B)

P(AIB) = —5g;

P(A) vyjadfuje pr. vyskytu jevu A (bez dalsi informace).

@
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Podminéna pravdépodobnost

Uvazujme ndhodné jevy A, B, kde P(B) > 0.

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B

P(AN B)

P(AIB) = ~ g

P(A) vyjadfuje pr. vyskytu jevu A (bez dalSi informace).

P(A|B) vyjadfuje pr. jevu A, vime-li navic, Ze nastal jev B .

B
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Podminéna pravdépodobnost - vlastnosti

Necht B € F je nahodny jevy takovy, ze P(B) > 0. Pak plati:
@ Pro kazdy jev A€ F: P(AB) > 0,
o Jestlize A1, A € Fa Ay nAy =0, pak

P(A1 U A2|B) = P(A1|B) + P(Az2|B),

o P(Q|B) =1.
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Podminéna pravdépodobnost - vlastnosti

Necht B € F je nahodny jevy takovy, ze P(B) > 0. Pak plati:
@ Pro kazdy jev A€ F: P(AB) > 0,
o Jestlize A1, A € Fa Ay nAy =0, pak

P(A1 U A2|B) = P(A1|B) + P(Az2|B),
o P(Q|B) =1.

Jinak feCeno: Pro zvoleny nahodny jev B je P(-|B)
pravdépodobnost.
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Podminéna pravdépodobnost - vlastnosti

Pro libovoIné ndhodné jevy A, B € F, kde P(B) > 0, plati
P(AN B) = P(AB)P(B).
Jestlize navic P(A) > 0, pak

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).
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Priklad - autobus a vlak (pokracovani)

Nastala snéhova kalamita a v takovém pripadé ze zkuSenosti
vime, ze

@ s pravdépodobnosti 0,4 nejede vlak,

@ s pravdépodobnosti 0,7 nejede autobus,

@ a s pravdépodobnosti 0,2 jede autobus i vlak.

Jaka je pravdépodobnost, ze pojede autobus?

Jaka je pravdépodobnost, Ze pojede autobus, vime-li, Ze viak
nejede?
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Priklad - autobus a vlak (pokracovani)

Zadano: P(V) =0,4, P(A)=0,7, P(AN V) =0,2
Pravdépodobnost, Zze pojede autobus:
P(A)=1-P(A)=1-0,7=0,3.

Pravdépodobnost, ze pojede autobus, vime-li, ze vlak nejede:

paw) — PAOY) _PA)-PANY)
- PV) P(V) -
0,3-0,2

- 22T %e 0 25
0,4 0,25

<
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Bayesova véta

Pro ndhodné jevy A, B, kde P(A) > 0 a P(B) > 0 plati

Bayesova véta

P - PABPE)
P(A|B)P(B) + P(AIB)P(B)’

Duakaz:

P(BNA P(ANnB
POA = Cpa = e -
P(AN B)
P(AN B) + P(AN B)
P(AIB)P(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)
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Bayesova véta - vyuziti

P(AIB)P(B)

P(BIA) = P(A|B)P(B) + P(A[B)P(B)

@ B,B...predmét zajmu
@ P(B),P(B) ...apriorni pravdépodobnosti (pocatecni
usudek)
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Bayesova véta - vyuziti

P(AIB)P(B)

P(BIA) = P(A|B)P(B) + P(A[B)P(B)

@ B,B...predmét zajmu

@ P(B),P(B) ...apriorni pravdépodobnosti (pocatecni
usudek)

@ A...pozorovani (nastal jev A, dodate¢na informace)

@ P(A|B), P(A|B) ...model pozorovani (jak zavisi vyskyt A

na jevech B a B)
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Bayesova véta - vyuziti

P(AIB)P(B)
P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B)

P(B|A) =

@ B,B...predmét zajmu

@ P(B),P(B) ...apriorni pravdépodobnosti (pocatecni

usudek)

A ...pozorovani (nastal jev A, dodate¢na informace)

e P(AB), P(A\E); .. model pozorovani (jak zavisi vyskyt A
na jevech B a B)

@ P(B|A) ...aposteriorni pravdépodobnost (pocatecni
Usudek doplnény o dodate¢nou informaci)
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Priklad - plosny test na COVID-19

Na podzim roku 2020 probihalo plo$né testovani na COVID-19
pomoci antigennich testu.

Jaka je pravdépodobnost, Ze osoba, které vysel pozitivni test,
byla skute¢né nakazena?



Nahodné jevy:

V ...osoba je nakazena

T ...antigenni test je pozitivni

«a0)>» «F»r « =)»
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Priklad - plosny test na COVID-19

Nahodné jevy:
V ...osoba je nakazena
T ...antigenni test je pozitivni

P(V)=0,007 ...1. 10. 2020 bylo v CR cca 70000 nakazenych
P(T|V) =0,94...senzitivita testu
P(T|V)=0,97 ...specificita testu
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Priklad - plosny test na COVID-19

Nahodné jevy:
V ...osoba je nakazena
T ...antigenni test je pozitivni

P(V)=0,007 ...1. 10. 2020 bylo v CR cca 70000 nakazenych
P(T|V) =0,94...senzitivita testu
P(T|V)=0,97 ...specificita testu

PVIT) = PTIVIPLY)
P(T|V)P(V)+ P(T|V)P(V)
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Priklad - plosny test na COVID-19

Nahodné jevy:
V ...osoba je nakazena
T ...antigenni test je pozitivni

P(V)=0,007 ...1. 10. 2020 bylo v CR cca 70000 nakazenych
P(T|V) =0,94...senzitivita testu
P(T|V)=0,97 ...specificita testu

PVIT) = PTIVIPLV)
P(T|V)P(V) + P(T|V)P(V)
0,94 - 0,007

0,94 -0,007 + (1 —-0,97) - 0,997
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Priklad - plosny test na COVID-19

Nahodné jevy:
V ...osoba je nakazena
T ...antigenni test je pozitivni

P(V)=0,007 ...1. 10. 2020 bylo v CR cca 70000 nakazenych
P(T|V) =0,94...senzitivita testu
P(T|V)=0,97 ...specificita testu

PVIT) = PTIVIPY)  _
P(T|V)P(V)+ P(T|V)P(V)
0,94 - 0,007 018,

0,940,007 + (1 —0,97)-0,997
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Priklad - cileny test na COVID-19

Jaka se zmeéni aposteriorni pravdépodobnost, pokud antigenni
test pouzijeme pfi cileném testovani u osob s podezienim na
COVID? 1. 10. 2020 bylo pozitivnich cca 11% z osob s
podezienim na COVID.
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Priklad - cileny test na COVID-19

Jaka se zmeéni aposteriorni pravdépodobnost, pokud antigenni
test pouzijeme pfi cileném testovani u osob s podezienim na
COVID? 1. 10. 2020 bylo pozitivnich cca 11% z osob s
podezienim na COVID.

P(V)=0,11
P(T|V) = 0,94
P(T|V) = 0,97
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Priklad - cileny test na COVID-19

Jaka se zmeéni aposteriorni pravdépodobnost, pokud antigenni
test pouzijeme pfi cileném testovani u osob s podezienim na
COVID? 1. 10. 2020 bylo pozitivnich cca 11% z osob s
podezienim na COVID.

P(V)=0,11
P(T|V)=0,94
P(T|V)=0,97
PVIT) PTIVIPV)
P(T|V)P(V)+ P(T|V)P(V)
0,94.0,11

~ 0,94-0,11+(1-0,97)-0,89 =0,79.
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Bayesova véta - zobecnéni pro vice jevu

Uvazujme ndhodné jevy A, By, ..., By, kde P(A) > 0,
P(By) >0,...,P(By) > 0ajevy By,...,B,jsou navzdjem
disjunktni. Pro kazdy jev B; pak plati

P(A|B;)P(B;)
(AIB1)P(By) + --- + P(AIB2)P(B,)’

P(BiA) = 5
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Odhad velikosti populace (capture-recapture)

N - neznamy (nahodny) pocet jedinct v populaci

Z - pocet oznacenych jedincu (pfi 1. odchytu)

¢ - pocet odchycenych jedinc (pfi 2. odchytu)

X - pocet (ndhodny) oznacenych jedincli mezi ¢ odchycenymi

Nahodné jevy:
N:O,N: 1,...,N: nmax (Jevy BO7B17“‘7BnmaX)
X = x (jev A), x je zjistény poCet oznaCenych

Apriorni pravdépodobnosti:
PIN=0)=P(N=1)=---=P(N = Npay) = —

Nmax+1
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Odhad velikosti populace (capture-recapture)

Model pozorovani:

() (=)
(e)

P(X =x|N=n) =

Aposteriorni pravdépodobnosti:

P(X = x|N = mP(N = n)

P(IN=n|X=x) = anax P(X = x|N = m)P(N

m
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