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P°ehled p°edná²ky

1 Hlavolamy
Po£ítání rozmíchání hlavolam·
Zcube
Floppy cube
Mirror �oppy ghost cube
Figner cube

2 Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku
Dv¥ klí£ová pozorování
Oto£ení rohového dílku
Oto£ení hranového dílku
Dal²í p°ípady

3 (Domino a tetramino)

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 1 / 44



Hlavolamy

�ást 1.
Hlavolamy
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Hlavolamy

Rubik Ern®, 1974
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Hlavolamy / Po£ítání rozmíchání hlavolam·

V první £ásti p°edná²ky

Zna£ení a zápis tah·

Po£ty rozmíchání
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Hlavolamy / Po£ítání rozmíchání hlavolam·

R·zné hlavolamy lze °e²it podobn¥.
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Hlavolamy / Zcube

Zápis pohyb· Rubikovy kostky (permutace)
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Hlavolamy / Zcube

Za£neme zlehka
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Hlavolamy / Zcube
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Hlavolamy / Zcube

Zcube
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Hlavolamy / Zcube

Zcube má

rozm¥r 1× 2× 2,

jen 6 r·zných rozmíchání,

�nejsloºit¥j²í� rozmíchání vyºaduje pro sloºení jen 3 tahy,

extrémn¥ jednoduchý algoritmus na sloºení � �¤ábl·v algoritmus� .

Je to ²ikovný hlavolam pro ukázku vlastností a obecného popisu.
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Hlavolamy / Zcube

Popis tah· Zcube

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

O£íslujeme nálepky.

Kaºdý pohyb odpovídá permutaci nálepek.
Permutace nakreslíme a zapí²eme.
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Hlavolamy / Zcube

Oto£ení p°ední st¥ny F

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16
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7 8
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11 12
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11 12

13 14

15 16

1 2

3

4

5 6

7 8

9

10

11 12

13 14

15 16

4↔ 10 7↔ 14 8↔ 13 11↔ 12

F =

1 2 4 7 8 10 11 12 13 14
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
1 2 10 14 13 4 12 11 8 7


F = (4 10)(7 14)(8 13)(11 12)
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Hlavolamy / Zcube

�ty°i základní pohyby

Oto£ení p°ední st¥ny

F = (4 10)(7 14)(8 13)(11 12),

Oto£ení zadní st¥ny

B = (1 2)(3 9)(5 16)(6 15),

Oto£ení pravé a levé st¥ny

R = (2 12)(6 14)(8 16)(9 10),

L = (1 11)(3 4)(5 13)(7 15).
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Hlavolamy / Zcube

Skládání tah· R ◦ F

Dva tahy: oto£ení p°ední st¥ny a potom pravé st¥ny.

Zápis pomocí zobrazení R ◦ F = 2 6 8 9 10 12 14 16
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
12 14 16 10 9 2 6 8

◦
 4 7 8 10 11 12 13 14
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
10 14 13 4 12 11 8 7



=

 2 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 16
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
12 9 14 6 13 10 4 2 11 16 7 8

 .

Zápis pomocí cykl·

R ◦ F = (2 12)(6 14)(8 16)(9 10) ◦ (4 10)(7 14)(8 13)(11 12)

= (2 12 11)(4 9 10)(6 14 7)(8 13 16).
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Hlavolamy / Zcube

Srovnání

Zcube

4 oto£ení st¥n,

jen 6 r·zných rozmíchání (ukáºeme za chvíli),

24 pokud po£ítáme p°evrácení hlavolamu jako dal²í rozmíchání,

maximáln¥ 3 tahy (pro jediné rozmíchání).

Rubikova kostka

6 r·zných oto£ení,

43 252 003 274 489 856 000 r·zných rozmíchání,
(43 · 1018, 43 trilión·)

maximáln¥ 20 tah· má sta£it (pro 490 milión· rozmíchání).
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Hlavolamy / Zcube

Historie �Boºského £ísla�
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Hlavolamy / Zcube

Jak spo£ítáme, kolik existuje rozmíchání?

Písmeno Z m·ºe být pouze

na horní st¥n¥ vlevo vzadu,

na dolní st¥n¥ vlevo vp°edu,

na dolní st¥n¥ vpravo vzadu,

na horní st¥n¥ vpravo vp°edu.

Jednotlivé (£ty°i) kostky jsou na ur£ené pozici jednozna£n¥ oto£eny!

Kaºdou kostku m·ºeme otá£ením st¥n umístit na libovolné místo.
Kaºdá kostka je na takovém míst¥ jednozna£n¥ oto£ena.

Permutace 4 kostek dává P (4) = 4! = 24 moºných �rozmíchání� .

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 17 / 44
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Hlavolamy / Zcube

Gra�cké znázorn¥ní 6 rozmíchání

N¥která �rozmíchání� jsou identická (jen oto£ený hlavolam)
výchozí stav
L+R
F+B
L+R, pak F+B

Celkem máme 24
4 = 6 r·zných rozmíchání.

�áblovým algoritmem lze kostku d°íve nebo pozd¥ji sloºit.

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 18 / 44
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Hlavolamy / Zcube

Gra�cké znázorn¥ní 24 stav·

Kombinací oto£ení v²ech £ty° st¥n aº 24 stav·, n¥které ekvivalentní.
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Hlavolamy / Floppy cube

Rubikova kostka 1× 3× 3

Floppy cube.
(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 20 / 44



Hlavolamy / Floppy cube

Floppy cube má

rozm¥r 1× 3× 3,

st°edový dílek �xujeme, otá£et lze 4 st¥ny,
(nap°íklad F, R, L, B, R, F, B, L)

rohové dílky nelze na míst¥ oto£it (jako Z cube, 24 moºností)
na výchozí a protilehlé pozici �stejn¥� oto£ené, na zbylých dvou
�opa£n¥� oto£ené.

hranové dílky lze pouze oto£it, navíc v páru (2 · 2 · 2 · 2/2 = 8).
Nezávisle lze oto£it 0, 2 nebo 4 hranové dílky, tzv. �sudé permutace� .
Legálními tahy nelze oto£it pouze lichý po£et hranových dílk·.

Celkem 24 · 8 = 192 r·zných rozmíchání.
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Hlavolamy / Floppy cube

Popis £ty° tah· Floppy cube

1 2 3

4

5

6

7 8 9

10 11 12

13 14 15

16

17

18

19 20 21

22 23 24

25 26 27

28 29 30

F = (6 18)(13 24)(14 23)(15 22)(19 21),

B = (1 3)(4 16)(7 30)(8 29)(9 28),

L = (1 19)(4 6)(7 22)(10 25)(13 28),

R = (3 21)(9 24)(12 27)(15 30)(16 18).
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Hlavolamy / Floppy cube

Znázorn¥ní v²ech 192 rozmíchání

�ábl·v algoritmus má 192 tah·.
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Hlavolamy / Mirror �oppy ghost cube

Mirror �oppy ghost cube 1× 3× 3

Mirror �oppy ghost cube.
(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 24 / 44



Hlavolamy / Mirror �oppy ghost cube

Mirror �oppy ghost cube má

rozm¥r 1× 3× 3,

st°edový dílek �xujeme, otá£en lze 5 st¥n,

rohové dílky lze st¥hovat i na míst¥ oto£it, 5! = 120 moºností,

rohové dílky lze na míst¥ oto£it, pouze v páru, 25/2 = 16 moºností,

hranové dílky lze pouze oto£it, nezávisle pouze v páru
(2 · 2 · 2 · 2 · 2/2 = 16).

Celkem 120 · 16 · 16 = 30 720 r·zných rozmíchání.
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Hlavolamy / Figner cube

Finger cube
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Hlavolamy / Figner cube

Finger cube má

tvar kv¥tu s 6 lístky a 6 trojúhelníky.

st°edový dílek �xujeme, otá£en lze 6 st¥n (2 listy a 1 trojúhelník),

listové dílky lze st¥hovat nelze na míst¥ oto£it, 6! = 720 moºností,

trojúhelníkové dílky lze na míst¥ oto£it.
Nezávisle pouze v páru, 26/2 = 32 moºností.

Celkem 720 · 32 = 23 040 r·zných rozmíchání.

Mén¥ neº mirror �oppy ghost cube 23 040 < 30 720 rozmíchání.
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Hlavolamy / Figner cube

Skládání Rubikovy kostky
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku

�ást 2.
Odvození vlastních algoritm·

(pro Rubikovu kostku a podobné)

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 29 / 44



Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku

M¥jme jakoukoliv Rubikovu kostku, tuºku a papír.

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 30 / 44



Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku

P°edpokládáme

n¥které z 43 252 003 274 489 856 000 p°ípustných rozmíchání,

6 oto£ení F,B,R,L, U,D a 6 proti sm¥ru F ′, B′, R′, L′, U ′, D′,
umíme sestavit první vrstvu.
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku

Ná² postup nebude nejrychlej²í moºný
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Dv¥ klí£ová pozorování

Nejd·leºit¥j²í £ást p°edná²ky

Jak vymyslet vlastní algoritmy?
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Dv¥ klí£ová pozorování

Dv¥ klí£ová pozorování

První jednoduché(!) pozorování:

kdyº provedeme jakoukoliv posloupnost tah· T1, T2, . . . , Tn,

a potom provedeme opa£nou posloupnost opa£ných tah·
T ′n, T

′
n−1, . . . , T

′
1

dostaneme výchozí stav.

Nap°íklad: R,F, L,B a potom B′, L′, F ′, R′.

Druhé zásadní(!) pozorování:

1 pokud posloupnost tah· ud¥lá °ízenou zm¥nu v první vrstv¥,

2 potom první vrstvu o kousek pooto£íme,

3 posloupnost tah· pozpátku ud¥lá opa£nou zm¥nu (s jiným dílkem).

4 Zbývající £ást kostky se nejprve rozhází (1) a pak sloºí (3) zp¥t!

Pár p°íklad·.

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 34 / 44
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a potom provedeme opa£nou posloupnost opa£ných tah·
T ′n, T

′
n−1, . . . , T

′
1

dostaneme výchozí stav.

Nap°íklad: R,F, L,B a potom B′, L′, F ′, R′.

Druhé zásadní(!) pozorování:

1 pokud posloupnost tah· ud¥lá °ízenou zm¥nu v první vrstv¥,

2 potom první vrstvu o kousek pooto£íme,

3 posloupnost tah· pozpátku ud¥lá opa£nou zm¥nu (s jiným dílkem).

4 Zbývající £ást kostky se nejprve rozhází (1) a pak sloºí (3) zp¥t!

Pár p°íklad·.
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Oto£ení rohového dílku

Oto£ení rohového dílku

Pozor: nelze oto£it jen jeden rohový dílek, vºdy alespo¬ dva (opa£n¥).

Nap°íklad (URF) proti sm¥ru a (ULF) po sm¥ru.
Oto£íme pouze jediný dílek v horní vrstv¥; libovolný postup,
nap°íklad R′D′RDR′D′R.
Postup si zapí²eme. Rozházení zbývajících vrstev nevadí!
Pooto£íme horní vrstvu v poºadovaném sm¥ru U , U ′ nebo 2U .
Postup z prvního kroku provedeme pozpátku R′DRD′R′DR.
Rozházení zbývajících vrstev se opraví! Zbývá oto£it U .

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 35 / 44
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Oto£ení hranového dílku

Oto£ení hranového dílku

Pozor: op¥t nelze oto£it jen jeden hranový dílek.
Vºdy alespo¬ dva!

Chceme nap°íklad oto£it (UF) a (UR).

oto£íme (UF); nap°íklad RL′F 2R′LDRL′F ′R′L,

oto£íme horní vrstvu ve sm¥ru U (oto£í se je²t¥ UR)),

postup z prvního kroku pozpátku L′RFLR′D′L′RF 2LR′U ′.

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 36 / 44
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Dal²í p°ípady

Prohození dvou rohových dílk·

Chceme nap°íklad prohodit (URF) a (URB). Oto£ení to komplikuje. . .
N¥jakým postupem prohodíme (URF) a (URB).
Oto£íme horní vrstvu U .
Postup z prvního kroku provedeme pozpátku: (ULF) ↔ (URF).

Celkov¥ prohodí t°i dílky: (ULF), (URF) a (URB).

Prohodíme (URF) a (URB); nap°íklad B′D′BD′R′DRD2RD′R′.
Oto£íme horní vrstvu ve sm¥ru U .
Postup z prvního kroku pozpátku RDR′D2R′D′RDB′DB + U ′.

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 37 / 44
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Dal²í p°ípady

Podobn¥ dal²í p°ípady

Analogicky:

prohození hranových dílk·,

oto£ení st°edových (nové!) dílk·,

i dal²í symetrické hlavolamy . . . (pokud (ne)m¥ní tvar).

Shrnutí:

(máme n¥které z p°ípustných rozmíchání),

umíme popsat p°ípustné tahy (a m·ºeme je zapsat),

umíme sestavit první vrstvu nebo jistou £ást hlavolamu.

Pak m·ºeme objevit sloºit¥j²í algoritmy.

Skoro jist¥ ne nejrychlej²í, asi ne elegantní, ale na²e.

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 38 / 44
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Odvození vlastních algoritm· pro Rubikovu kostku / Dal²í p°ípady

Podobn¥ dal²í p°ípady

Zkuste sami.
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(Domino a tetramino)

�ást 2.
Úlohy s dominem, tetraminem, pentominem.
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(Domino a tetramino)

Domino na ²achovnici

Na ²achovnici s 64 polí£ky je moºno poskládat 32 dominových kostek tak,
ºe pokrývají celou ²achovnici. Dílek domina zakryje dv¥ polí£ka
²achovnice.

Nyní z ²achovnice odstraníme dv¥ polí£ka � dva protilehlé rohy.
Op¥t bychom cht¥li pokrýt zbylou £ást ²achovnice dominovými kostkami.

Otázky:

Je moºno pokrýt zbylou £ást ²achovnice dominovými kostkami?

Pokud ano, jak dominové kostky poskládat?
Pokud ne, dokaºte své tvrzení.

Odstraníme dv¥ libovolná polí£ka stejné/r·zné barvy.
Je moºno pokrýt zbylou £ást ²achovnice dominovými kostkami?
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(Domino a tetramino)

Existuje 5 dílk· tetramina (tetris)

5 dílk· teramina.

Máme neomezenou zásobu dílk· v²ech tvar· sloºených ze £ty° polí£ek
²achovnice

Otázky:

M·ºeme pokrýt ²achovnici 4× 5 polí£ek p¥ti dílky teramina?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "I"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "T"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "L"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "S"?

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 42 / 44



(Domino a tetramino)

Existuje 5 dílk· tetramina (tetris)

5 dílk· teramina.

Máme neomezenou zásobu dílk· v²ech tvar· sloºených ze £ty° polí£ek
²achovnice

Otázky:

M·ºeme pokrýt ²achovnici 4× 5 polí£ek p¥ti dílky teramina?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "I"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "T"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "L"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "S"?

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 42 / 44



(Domino a tetramino)

Existuje 5 dílk· tetramina (tetris)

5 dílk· teramina.

Máme neomezenou zásobu dílk· v²ech tvar· sloºených ze £ty° polí£ek
²achovnice

Otázky:

M·ºeme pokrýt ²achovnici 4× 5 polí£ek p¥ti dílky teramina?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "I"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "T"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "L"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "S"?

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 42 / 44



(Domino a tetramino)

Existuje 5 dílk· tetramina (tetris)

5 dílk· teramina.

Máme neomezenou zásobu dílk· v²ech tvar· sloºených ze £ty° polí£ek
²achovnice

Otázky:

M·ºeme pokrýt ²achovnici 4× 5 polí£ek p¥ti dílky teramina?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "I"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "T"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "L"?

Pro která n je moºno pokrýt ²achovnici n× n dílky ve tvaru "S"?

(V�B-TUO) Kombinatorika hrou 42 / 44



(Domino a tetramino)

Pentomino

S 12 dílky pentomina existují desítky/stovky úloh k °e²ení.
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(Domino a tetramino)

D¥kuji za pozornost.
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D¥kuji za pozornost

Petr Ková°

V�B � Technical University of Ostrava
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