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Prehled prednasky |||||

Hlavolamy
m Pocitani rozmichani hlavolamt
m Zcube
m Floppy cube
= Mirror floppy ghost cube
m Figner cube

Odvozeni vlastnich algoritmd pro Rubikovu kostku
m Dvé klicova pozorovani
m Otoceni rohového dilku
= Otoceni hranového dilku
m Dalsi pripady

(Domino a tetramino)

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 1/ 44



Hlavolamy

Cast 1.
Hlavolamy
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Hlavolamy

Rubik Erng, 1974
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Hlavolamy / Pocitani rozmichani hlavolami

V prvni asti prednédsky |||||

m Znaceni a zapis taht
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Hlavolamy / Pocitani rozmichani hlavolami

V prvni asti prednédsky |||||

m Znaceni a zapis taht

m Pocty rozmichani
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Hlavolamy / Pocitani rozmichani hlavolami
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Hlavolamy / Pocitani rozmichani hlavolami

Razné hlavolamy lze fesit podobné.
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Hlavolamy / Zcube

Zapis pohybii Rubikovy kostky (permutace)
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Zaéneme zlehka |||||
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Zacneme zlehka |||||
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Hlavolamy / Zcube

Zcube
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Hlavolamy / Zcube

Zcube ma

m rozmér 1 x 2 x 2,
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Hlavolamy / Zcube

Zcube ma
mrozmér 1 X 2 X 2,
m jen 6 riiznych rozmichani,

m ,nejslozitéjsi” rozmichani vyzaduje pro slozeni jen 3 tahy,

m extrémné jednoduchy algoritmus na slozeni — ,d'4bltiv algoritmus”.

Je to Sikovny hlavolam pro ukéazku vlastnosti a obecného popisu.
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Hlavolamy / Zcube

Popis tahi Zcube |||||

516
718
13|14
15| 16

Ocislujeme nalepky.
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Hlavolamy / Zcube

Popis tahi Zcube

516
718
13|14
15| 16

Ocislujeme nalepky.

Kazdy pohyb odpovida permutaci nalepek.

Permutace nakreslime a zapiseme.

(VSB-TUO)

Kombinatorika hrou

11/ 44



Hlavolamy / Zcube

Otoceni predni stény F' |||||

51 6
718
13| 14
151 16
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Hlavolamy / Zcube

Otoceni predni stény F

151 16 151 16 151 16 151 16

4+ 10 7+ 14 8+ 13 11 < 12
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Hlavolamy / Zcube

Otoceni predni stény F

15 | 16 15 | 16 15 | 16 15 | 16
4410 74 14 8413 11 4 12
12 4 7 8 10 11 12 13 14
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Hlavolamy / Zcube

Otoceni predni stény F

151 16 151 16 151 16 151 16

4+ 10 7+ 14 8+ 13 11 < 12

12 4 7 8 10 11 12 13 14

T A A A S A
1210 14 13 4 12 11 8 7
F = (410)(7 14)(8 13)(11 12)
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Ctyfi zakladni pohyby |||||

Otoceni predni stény

F = (410)(7 14)(8 13)(11 12),
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Ctyfi zakladni pohyby |||||

Otoceni predni stény
F = (4 10)(7 14)(8 13)(11 12),
Otoceni zadni stény

B =(12)(39)(516)(6 15),
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Ctyfi zakladni pohyby |||||

Otoceni predni stény
F = (4 10)(7 14)(8 13)(11 12),
Otoceni zadni stény
B =(12)(39)(516)(6 15),
Otoceni pravé a levé stény
R = (2 12)(6 14)(8 16)(9 10),

L= (111)(3 4)(5 13)(7 15).
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Skladani tahtt Ro F° !

Dva tahy: otoceni predni stény a potom pravé stény.
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Skladani tahtt Ro F° !

Dva tahy: otoceni predni stény a potom pravé stény.
Zapis pomoci zobrazeni Ro F' =

8§ 9 10 12 14 16 4 7 8 10 11 12 13 14

¢¢¢¢¢¢¢¢O¢¢¢¢¢¢¢¢
12 14 16 10 9 2 6 8 10 14 13 4 12 11 8 7

2 4 6 7 8 9 10 11 12 13 14 16
={+ 4+ 4L el
12 9 14 6 13 10 4 2 11 16 7 8
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Skladani tahtt Ro F° !

Dva tahy: otoceni predni stény a potom pravé stény.
Zapis pomoci zobrazeni Ro F' =

8§ 9 10 12 14 16 4 7 8 10 11 12 13 14

¢¢¢¢¢¢¢¢O¢¢¢¢¢¢¢¢
12 14 16 10 9 2 6 8 10 14 13 4 12 11 8 7

10 11 12 13 14 16

78 9
=+ el
6 13 10 4 2 11 16 7 8

Zapis pomoci cyklt
RoF = (212)(6 14)(8 16)(9 10) o (4 10)(7 14)(8 13)(11 12)

=(21211)(4 9 10)(6 14 7)(8 13 16).
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Srovnani |||||

Zcube
m 4 otoceni stén,
® jen 6 riiznych rozmichani (ukdzeme za chvili),
m 24 pokud pocitame prevraceni hlavolamu jako dalsi rozmichani,

m maximalné 3 tahy (pro jediné rozmichani).
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Srovnani |||||

Zcube
m 4 otoceni stén,
® jen 6 riiznych rozmichani (ukdzeme za chvili),
m 24 pokud pocitame prevraceni hlavolamu jako dalsi rozmichani,

m maximalné 3 tahy (pro jediné rozmichani).

Rubikova kostka
m 6 riiznych otoceni,

m 43 252 003 274 489 856 000 riiznych rozmichani,
(43 -10'8, 43 triliéna)

® maximalné 20 tahd ma stacit (pro 490 miliénid rozmichani).
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Hlavolamy / Zcube

Historie ,,Bozského &isla™ |||||

50/
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30 Upper bound

20 20
Lower bound

10

1980 1990 2000 2010
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Jak spocitame, kolik existuje rozmichani? |||||

Pismeno Z mize byt pouze

m na horni sténé vlevo vzadu,
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Pismeno Z mize byt pouze
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m na dolni sténé vlevo vpredu,
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m na dolni sténé vlevo vpredu,
m na dolni sténé vpravo vzadu,
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Hlavolamy / Zcube

Jak spocitame, kolik existuje rozmichani? |||||

Pismeno Z mize byt pouze
m na horni sténé vlevo vzadu,
m na dolni sténé vlevo vpredu,
m na dolni sténé vpravo vzadu,
m na horni sténé vpravo vpredu.
Jednotlivé (Ctyfri) kostky jsou na urené pozici jednoznaéné otoceny!
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m na horni sténé vpravo vpredu.

Jednotlivé (Ctyfri) kostky jsou na urené pozici jednoznaéné otoceny!

Kazdou kostku mtizeme otacenim stén umistit na libovolné misto.
Kazda kostka je na takovém misté jednoznacné otocena.
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Hlavolamy / Zcube

Jak spocitame, kolik existuje rozmichani? |||||

Pismeno Z mize byt pouze
m na horni sténé vlevo vzadu,
m na dolni sténé vlevo vpredu,
m na dolni sténé vpravo vzadu,
m na horni sténé vpravo vpredu.

Jednotlivé (Ctyfri) kostky jsou na urené pozici jednoznaéné otoceny!

Kazdou kostku mtizeme otacenim stén umistit na libovolné misto.
Kazda kostka je na takovém misté jednoznacné otocena.

Permutace 4 kostek dava P(4) = 4! = 24 moznych ,rozmichani®.
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Grafické znazornéni 6 rozmichani |||||

Néktera ,rozmichani“ jsou identicka (jen otocCeny hlavolam)
m vychozi stav
= L+R
= F+B
m L+R, pak F+B
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Hlavolamy / Zcube

Grafické znazornéni 6 rozmichani |||||

Néktera ,rozmichani“ jsou identicka (jen otocCeny hlavolam)
m vychozi stav
= L+R
= F+B
m L+R, pak F+B

Celkem mame % = 6 riiznych rozmichani.

Dablovym algoritmem Ize kostku dfive nebo pozdgji slozit.

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 18 / 44



Grafické znazornéni 24 stavi |||||

Kombinaci otoceni vech CtyF stén az 24 stavil, nékteré ekvivalentni.
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Hlavolamy / Zcube

Grafické znazornéni 24 stavi |||||

Kombinaci otoceni vech CtyF stén az 24 stavil, nékteré ekvivalentni.

(VSB-TUO)



Rubikova kostka 1 x 3 x 3 |||||
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Hlavolamy / Floppy cube

Floppy cube ma

m rozmér 1 x 3 x 3,
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Hlavolamy / Floppy cube

Floppy cube ma

m rozmér 1 X 3 X 3,

m stfedovy dilek fixujeme, otacet Ize 4 stény,
(napfiklad F, R, L, B, R, F, B, L)

m rohové dilky nelze na misté otocit (jako Z cube, 24 moznosti)
na vychozi a protilehlé pozici ,stejné” otocené, na zbylych dvou
.opacné” otocené.
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na vychozi a protilehlé pozici ,stejné” otocené, na zbylych dvou
.opacné” otocené.

m hranové dilky |ze pouze otodit, navic v paru (2-2-2-2/2 =38).
Nezavisle lze otoCit 0, 2 nebo 4 hranové dilky, tzv. ,sudé permutace”.
Legélnimi tahy nelze otoCit pouze lichy pocet hranovych dilka.
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Hlavolamy / Floppy cube

Floppy cube ma

m rozmér 1 x 3 x 3,

m stfedovy dilek fixujeme, otacet Ize 4 stény,
(napfiklad F, R, L, B, R, F, B, L)

m rohové dilky nelze na misté otocit (jako Z cube, 24 moznosti)
na vychozi a protilehlé pozici ,stejné” otocené, na zbylych dvou
.opacné” otocené.

m hranové dilky |ze pouze otodit, navic v paru (2-2-2-2/2 =38).
Nezavisle lze otoCit 0, 2 nebo 4 hranové dilky, tzv. ,sudé permutace”.
Legélnimi tahy nelze otoCit pouze lichy pocet hranovych dilka.

Celkem 24 - 8 = 192 rdiznych rozmichani.

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 21/ 44



Popis ¢ty tahdi Floppy cube |||||

25126 | 27

28 [ 29 | 30

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 22 / 44



Popis ¢ty tahdi Floppy cube |||||

22123 | 24
25126 | 27
28 [ 29 | 30
F = (618)(13 24)(14 23)(15 22)(19 21),
B = (13)(416)(7 30)(8 29)(9 28),
L = (119)(46)(722)(10 25)(13 28),
R = (321)(9 24)(12 27)(15 30)(16 18).
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Znazornéni vsech 192 rozmichani |||||
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Dabliv algoritmus ma 192 taha.
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Hlavolamy / Mirror floppy ghost cube

Mirror floppy ghost cube 1 x 3 x 3 |||||
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Hlavolamy / Mirror floppy ghost cube

Mirror floppy ghost cube ma

m rozmér 1 X 3 x 3,
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Hlavolamy / Mirror floppy ghost cube

Mirror floppy ghost cube ma
m rozmér 1 X 3 x 3,
m stfedovy dilek fixujeme, otacen Ize 5 stén,

m rohové dilky |ze stéhovat i na misté otocit, 5! = 120 moZznosti,
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Hlavolamy / Mirror floppy ghost cube

Mirror floppy ghost cube ma
m rozmér 1 X 3 x 3,
m stfedovy dilek fixujeme, otacen Ize 5 stén,
m rohové dilky |ze stéhovat i na misté otocit, 5! = 120 moZznosti,
m rohové dilky Ize na misté otocit, pouze v paru, 2°/2 = 16 moznosti,

m hranové dilky Ize pouze otocit, nezavisle pouze v paru
(2-2-2-2-2/2=16).
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Hlavolamy / Mirror floppy ghost cube

Mirror floppy ghost cube ma
m rozmér 1 X 3 x 3,

stredovy dilek fixujeme, otacen lze 5 stén,

|

m rohové dilky |ze stéhovat i na misté otocit, 5! = 120 moZznosti,

m rohové dilky Ize na misté otocit, pouze v paru, 2°/2 = 16 moznosti,
|

hranové dilky Ize pouze otocit, nezavisle pouze v paru
(2-2-2-2-2/2=16).
Celkem 120 - 16 - 16 = 30 720 rtiznych rozmichani.
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Finger cube |||||
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Hlavolamy / Figner cube

Finger cube ma

m tvar kvétu s 6 listky a 6 trojihelniky.
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Hlavolamy / Figner cube

Finger cube ma
m tvar kvétu s 6 listky a 6 trojihelniky.
m stiedovy dilek fixujeme, otacen Ize 6 stén (2 listy a 1 trojahelnik),
m listové dilky lze stéhovat nelze na misté otocit, 6! = 720 moznosti,

m trojahelnikové dilky Ize na misté otocit.
Nezavisle pouze v paru, 26/2 = 32 moznosti.
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Hlavolamy / Figner cube

Finger cube ma
m tvar kvétu s 6 listky a 6 trojihelniky.
m stiedovy dilek fixujeme, otacen Ize 6 stén (2 listy a 1 trojahelnik),
m listové dilky lze stéhovat nelze na misté otocit, 6! = 720 moznosti,
m trojahelnikové dilky Ize na misté otocit.

Nezavisle pouze v paru, 26/2 = 32 moznosti.

Celkem 720 - 32 = 23 040 rdznych rozmichani.
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Hlavolamy / Figner cube

Finger cube ma

m tvar kvétu s 6 listky a 6 trojihelniky.
m stiedovy dilek fixujeme, otacen Ize 6 stén (2 listy a 1 trojahelnik),
m listové dilky lze stéhovat nelze na misté otocit, 6! = 720 moznosti,

m trojahelnikové dilky Ize na misté otocit.
Nezavisle pouze v paru, 26/2 = 32 moznosti.

Celkem 720 - 32 = 23 040 rdznych rozmichani.
Méné nez mirror floppy ghost cube 23 040 < 30 720 rozmichani.
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Hlavolamy / Figner cube

Skladani Rubikovy kostky
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Odvozeni vlastnich algoritmi pro Rubikovu kostku

(VSB-TUO)

Cast 2.
Odvozeni vlastnich algoritmt
(pro Rubikovu kostku a podobné)

Kombinatorika hrou




Odvozeni vlastnich algoritmi pro Rubikovu kostku

Méjme jakoukoliv Rubikovu kostku, tuzku a papir.
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Predpokladame

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 31/ 44



Odvozeni vlastnich algoritmi pro Rubikovu kostku

Predpokladame
m nékteré z 43 252 003 274 489 856 000 pfipustnych rozmichani,
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Odvozeni vlastnich algoritmi pro Rubikovu kostku

Predpokladame
m nékteré z 43 252 003 274 489 856 000 pfipustnych rozmichani,

m 6 otoéeni I, B,R,L,U,D a 6 proti sméru F/', B’ R', L', U’", D,
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Odvozeni vlastnich algoritmi pro Rubikovu kostku

Predpokladame
m nékteré z 43 252 003 274 489 856 000 pfipustnych rozmichani,

m 6 otoéeni I, B,R,L,U,D a 6 proti sméru F/', B’ R', L', U’", D,
B umime sestavit prvni vrstvu.

BIKU
BULE. MAJI'UR

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 31/ 44



N4s postup nebude nejrychlejsi mozny |||||
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Odvozeni vlastnich algoritmi pro Rubikovu kostku

Nas postup nebude nejrychlejsi mozny |||||

4\ N
JARUBIKOVKY.SKLADAM
ANIZIBYCH SE JICHIDOTKNUL
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dvé klicova pozorovani

~ 7

Nejdlezitéjsi cast prednasky |||||

Jak vymyslet vlastni algoritmy?

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 33 /44



Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dvé klicova pozorovani

Dvé klicova pozorovani I 1 |

Prvni jednoduché(!) pozorovani:
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dvé klicova pozorovani

Dvé klicova pozorovani I 1 |

Prvni jednoduché(!) pozorovani:

m kdyZ provedeme jakoukoliv posloupnost taha 11,15, ...,T,,
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dvé klicova pozorovani

Dvé klicova pozorovani I 1 |

Prvni jednoduché(!) pozorovani:
m kdyZ provedeme jakoukoliv posloupnost taha 11,15, ...,T,,
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Druhé zasadni(!) pozorovani:
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Par priklada.
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Oto

Otoceni rohového dilku |||||
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Pozor: nelze otocit jen jeden rohovy dilek, vzdy alespon dva (opacné).
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Oto ranového

Otoceni hranového dilku |||||
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Pozor: opét nelze otocit jen jeden hranovy dilek.
Vzdy alespon dval!

Chceme napriklad otoéit (UF) a (UR).
m oto&ime (UF); naptiklad RL'F?R'LDRL'F'R'L,
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dalsi pripady

Prohozeni dvou rohovych dilka |||||
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Chceme napriklad prohodit (URF) a (URB). Otoceni to komplikuje. ..
m Né&jakym postupem prohodime (URF) a (URB).
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m Otocime horni vrstvu U.
m Postup z prvniho kroku provedeme pozpatku: (ULF) < (URF).
Celkové prohodi tri dilky: (ULF), (URF) a (URB).
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dalsi pripady

Podobné dalsi pripady |||||

Analogicky:

m prohozeni hranovych dilkd,
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Analogicky:

m prohozeni hranovych dilkd,

m otoceni stfedovych (nové!) dilkd,

m i dalsi symetrické hlavolamy ... (pokud (ne)méni tvar).
Shrnuti:

m (mame nékteré z pfipustnych rozmichani),
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m umime sestavit prvni vrstvu nebo jistou ¢ast hlavolamu.
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B umime popsat pfipustné tahy (a mizeme je zapsat),
m umime sestavit prvni vrstvu nebo jistou ¢ast hlavolamu.

Pak miizeme objevit slozitéjsi algoritmy.
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Pak miizeme objevit slozitéjsi algoritmy.

Skoro jisté ne nejrychlejsi, asi ne elegantni,
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dalsi pripady

Podobné dalsi pripady |||||

Analogicky:
m prohozeni hranovych dilkd,
m otoceni stfedovych (nové!) dilkd,

m i dalsi symetrické hlavolamy ... (pokud (ne)méni tvar).

Shrnuti:
m (mame nékteré z pfipustnych rozmichani),
B umime popsat pfipustné tahy (a mizeme je zapsat),
m umime sestavit prvni vrstvu nebo jistou ¢ast hlavolamu.

Pak miizeme objevit slozitéjsi algoritmy.

Skoro jisté ne nejrychlejsi, asi ne elegantni, ale nase.
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Odvozeni vlastnich algoritmii pro Rubikovu kostku / Dalsi pripady

Podobné dalsi pripady |||||

Zkuste sami.
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Cast 2.
Ulohy s dominem, tetraminem, pentominem.
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Domino na $achovnici |||||

Na 3achovnici s 64 policky je mozno poskladat 32 dominovych kostek tak,
Ze pokryvaji celou 3achovnici. Dilek domina zakryje dvé policka
Sachovnice.
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Ze pokryvaji celou 3achovnici. Dilek domina zakryje dvé policka
Sachovnice.

Nyni z Sachovnice odstranime dvé policka — dva protilehlé rohy.

Opét bychom chtéli pokryt zbylou €ast Sachovnice dominovymi kostkami.

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 41 / 44



Domino na Sachovnici |||||

Na 3achovnici s 64 policky je mozno poskladat 32 dominovych kostek tak,
Ze pokryvaji celou 3achovnici. Dilek domina zakryje dvé policka
Sachovnice.

Nyni z Sachovnice odstranime dvé policka — dva protilehlé rohy.
Opét bychom chtéli pokryt zbylou €ast Sachovnice dominovymi kostkami.

Otazky:

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 41 / 44



Domino na Sachovnici |||||

Na 3achovnici s 64 policky je mozno poskladat 32 dominovych kostek tak,
Ze pokryvaji celou 3achovnici. Dilek domina zakryje dvé policka
Sachovnice.

Nyni z Sachovnice odstranime dvé policka — dva protilehlé rohy.
Opét bychom chtéli pokryt zbylou €ast Sachovnice dominovymi kostkami.

Otazky:
m Je mozno pokryt zbylou €ast sachovnice dominovymi kostkami?

(VSB-TUO) Kombinatorika hrou 41 / 44



Domino na Sachovnici |||||

Na 3achovnici s 64 policky je mozno poskladat 32 dominovych kostek tak,
Ze pokryvaji celou 3achovnici. Dilek domina zakryje dvé policka
Sachovnice.

Nyni z Sachovnice odstranime dvé policka — dva protilehlé rohy.
Opét bychom chtéli pokryt zbylou €ast Sachovnice dominovymi kostkami.

Otazky:
m Je mozno pokryt zbylou €ast sachovnice dominovymi kostkami?

m Pokud ano, jak dominové kostky poskladat?
Pokud ne, dokazte své tvrzeni.
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Domino na $achovnici |||||

Na 3achovnici s 64 policky je mozno poskladat 32 dominovych kostek tak,
Ze pokryvaji celou 3achovnici. Dilek domina zakryje dvé policka
Sachovnice.

Nyni z Sachovnice odstranime dvé policka — dva protilehlé rohy.
Opét bychom chtéli pokryt zbylou €ast Sachovnice dominovymi kostkami.

Otazky:
m Je mozno pokryt zbylou €ast sachovnice dominovymi kostkami?

m Pokud ano, jak dominové kostky poskladat?
Pokud ne, dokazte své tvrzeni.

m Odstranime dvé libovolna policka stejné/riizné barvy.
Je mozno pokryt zbylou ¢ast Sachovnice dominovymi kostkami?
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Existuje 5 dilkd tetramina (tetris) |||||

5 dilk& teramina.

Mame neomezenou zasobu dilkii viech tvari slozenych ze Ctyf policek
Sachovnice
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5 dilk& teramina.

Mame neomezenou zasobu dilkii viech tvari slozenych ze Ctyf policek
Sachovnice

Otazky:

= Mizeme pokryt 3achovnici 4 x 5 policek péti dilky teramina?
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Existuje 5 dilkd tetramina (tetris)

5 dilk& teramina.

Mame neomezenou zasobu dilkii viech tvari slozenych ze Ctyf policek

Sachovnice

Otazky:

= Mizeme pokryt 3achovnici 4 x 5 policek péti dilky teramina?

m Pro kterd n je moZno pokryt 3achovnici n x n dilky ve tvaru
m Pro kterd n je mozno pokryt 3achovnici n x n dilky ve tvaru
m Pro kterd n je mozno pokryt 3achovnici n x n dilky ve tvaru

m Pro kterd n je mozno pokryt Sachovnici n x n dilky ve tvaru

(VSB-TUO)

Kombinatorika hrou
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Pentomino |||||

6x10

5x12

4x15

3x20

S 12 dilky pentomina existuji desitky/stovky aloh k FeSeni.
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(Domino a tetramino)

Dékuji za pozornost.
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