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Monte Carlo metody - Historie

* Domaci simulace pro odhad pravdépodobnosti
nahodné veliiny — rozuméj vyhry v kasinu,

* Typicky v karetnich hrach,
Proc zrovna karetni hry?
* Férovd ruleta a kostky = Cisté nahodné hry,

* Snadné urceni pravdépodobnosti vyhry,
* Karetni hry jsou z ¢asti dovednosti,

* Rozdani karet je nahodné,

* herni postup hrace nikoli.
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Monte Carlo metody - Soucasnost

* Soubor numerickych metod pro vypocet (odhad) Obsah prednasky

vybranych urcitych integral(, které se Spatné resi e s ,
o ) e Urdity integral,
jinym zpusobem

Obsah rovinné plochy,
*  MC metody jsou zaloZeny na statistice,

Vypocet ceny opce,

Dva uhly pohledu

Praktické ukazky v Pythonu.
* Integralni,

* Simulace (pravdépodobnost),

* Ve skutecCnosti jde o stejnou ulohu,

* Pouze jinak pojatou/pojmenovanou.
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Integralni uhel pohledu

* Nas cil je urcit obsah* jednotlivych barevnych casti,
- 20cm
Pravdépodobnostni uhel pohledu

* Jaka je pravdépodobnost, ze bez mireni trefim
Sipkou modrou, zelenou, Zlutou a ¢ervenou oblast?

Klasicky pfristup

Ctverec ma stranu o délce 20 cm, 20 cm

* Nameérime zbylé rozméry,

e Urcime obsah* jednotlivych ploch S;, S5, 53 a S, *Urcit obsah pro obecnou kfivku znamena

+ Pravdépodobnost uréime pomérové, P; = S,/ integrovat, odtud , integrdlni uhel pohledu”

« §=20-20=400cm?i=1234.
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Monte Carlo pristup

e Vytiskneme obrazek v libovolné velikosti,
* Nahodné do néj hazime Sipky, nemirime,

* Celkem hodime N Sipek do terCe, z toho N; Sipek
v kazdé barevné oblasti,i = 1, 2, 3, 4.

Prakticky postup — simulace na pocitaci

1. Nahodny* vektor dvou spojitych veli€in,
* Prvni slozka popisuje soufadnici x € [—10, 10],
* Druha slozka popisuje soutadnici y € [—10, 10],
» Délka vektoru N odpovida poctu pokusu,
* Dvojici (xj,yj),j =1, ..., N, nazyvame vzorek,

*  Mdme tedy celkem N vzorkd.

*Kazdé Cislo z intervalu [—10, 10] m3a stejnou
sanci byt vybrano = tzv. uniformni rozdéleni
pravdépodobnosti na intervalu [—10, 10].
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2. Zname celkovy obsah S = Y’ S; = 400 cm?

Oznacme P; = S;/S, pak

S1+S,+S3+S,
S

—51 52,5 4 54 =
YPh=2+2+T+3 1,
Vi: P; = 0, obsah nemuze byt zaporny,

Funkce P predstavuje tzv. diskrétni distribuci,

* P(i) ma defini¢ni obor Dp = {1, 2, 3,4},

3.

Monte Carlo urceni obsahu ploch §1, 34

Ohodnoceni vzorki pro jednu sérii N vzorkl

Zavedeme Ctyri soucty Fy, F5, F5 a F, indexové pfislusné
barevnym oblastem. VSechny soucty inicializujeme
pocatecni hodnotou 0.

Kazdy vzorek (xj,yj),j =1, ..., N predstavuje bod v obrazku
— podle toho, do které oblasti padne, pricteme jednicku do
odpovidajici sumy F;.

Po zpracovani N vzork( ziskame

F;

Pi=~ = S;=P;S=400P, (cm?).
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4. Statistické zpracovani dat pro
* Cely pokus (méreni) opakujeme M krat,

* Necht§;;,i =1,234,j =1,..,M, znaci obsah

plochy S; v ramci j-tého méreni. Urdime

* Vybérovy priimér (z M namérenych hodnot)

* Vybérovy rozptyl

52050 = 7= (57 - (52),

Monte Carlo urceni obsahu ploch §1, 34

* Pro stfedni hodnotu obsahi (S;) a pfislunou

smérodatnou odchylku obsahi o (S;) plati

(Sy+o(S) =S+

Populacni charakteristiky

Vybérové charakteristiky

(S;) Stredni hodnota

e

Vybérovy primér

a2(S;) Rozptyl s2(S;) | Vybérovy rozptyl
Smérodatna Vybérova
o (i) odchylka s(5:) odchylka




VSB TECHNICKA
|||| UNIVERZITA

OSTRAVA

5. Vysledky numerického experimentu pro M = 10 (tj. 10 sérii méreni)

Monte Carlo urceni obsahu ploch §1, 34

N S; [em?] S, [em?] S3 [em?] Sy [em?]

— 145,531 141,372 84,8230 28,2743
10! 168,000 + 59,171 136,000 + 55,884 64,000 + 47,233 32,000 + 33,093
102 133,600 + 18,243 149,600 + 18,232 85,600 £ 15,232 31,200 £+ 9,503
103 144,800 + 6,438 141,200 £+ 6,830 85,040 + 5,189 29,960 + 2,925
10 145,680 + 1,870 140,936 + 1,914 85,060 + 1,594 28,324 + 0,986
10° 145,530 + 0,785 141,513 + 0,5685 84,594 + 0,344 28,362 £+ 0,365
10° 145,551 + 0,234 141,323 + 0,140 84,869 + 0,168 28,278 + 0,081
107 145,526 + 0,077 141,388 + 0,067 84,807 4+ 0,046 28,280 + 0,037

@ Presnéjsi vysledek znamena vyssi vypocetni naro¢nost

© Uvedeny vypocet Ize velice dobte paralelizovat
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0.2 =

Numericka integrace MC

Chceme spocitat urcity integral*

51 51
sin x
S=jf(x)dx=j " dx,
T T

Tj. orientovany obsah vybarvené plochy,

Problém: Integrand nabyva zapornych hodnot,

Re3eni: Posun integrandu o konstantu tak, aby

sin x

Vx € [m, 5] : +c =0,

*Nelze vyjadrit analyticky (vyssi transcendentni funkce).
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e Zvolme napfriklad ¢ = 0.3, pak
5m 5m
sin x
S=Jf(x)dx=J " dx,
T T
5w 51
Snew=5+j cdx=5+j 0.3dx=S+[03x]2" =S+ 0.3(5n—m) =S + 1.2m,
T T
5T 5m 5m
sin x sin x
j dx+f O.3dx=f <—+0.3>dx=5new
X X
T T T
=
51

sin x
S =Spew — 1.2 = j (T + O.3> dx — 1.2m.
VIA
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e Urdity integral
5 .
SIn x
Spew = +0.3 | dx
X

T

Vypocteme metodou Monte Carlo,
 Zvolme
StOt = 41 - 06 == 24‘7T,

e Pak pro N vzorku ziskame

SneW _ Fgreen . S . S Fgr‘een .
Stot N new tot N

—1.2m,

Snew — 1.2 = StOt

* Kde Fyreen znaci pocet vzorkuy, které , padly” do zelené oblasti.
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* Minuly integral by Sel numericky dobre urcit pomoci
lichobéznikové metody,

e Ale cointegraly

t t

S(t) = jsin(vz) dv, C(t) = fcos(vz) dv ?

0 0

* Jedna se Fresnelovy integraly, které opét nelze vyjadrit
analyticky (vyssi transcendentni funkce),

e Zde numericka aproximace lichobéznikovou metodou
s ekvidistantnim délenim intervalu je nepouzitelna,

* Resenim je Monte Carlo integrace.
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Fresnelovy integraly a Eulerova spirala
* Necht (Normalizované Fresnelovy integrély)

t t
2 2
S(t) =Jsin<%> dv, C(t) = fcos (%) dv,

0 0

e Uvazujme parametrickou krivku

« x(t) = C(b),
- y() =S@®).

~
R
N

¥
|
i/
i"‘
p |
Nl
!

W P2 2 Ve V4

* Uvedena kfivka se nazyva Eulerova spirala,

» Délka krivky [(0 » t) = t,

* Projektovani spojek dalnic a Zeleznic,

*  Smycky horské drahy.

13
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Euler Spiral (Clothoid)
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Vypocet ceny opce

Opce je pravo néco (akcie, komodity) koupit nebo prodat
* V presné dany okamzik v budoucnu (expirace opce),
* Za predem danou cenu (strike price, realiza¢ni cena),
e Vztahuje se vidy na konkrétni mnozstvi komodity,

e Pravo nakupu neznamena povinnost nakupu.

Call opce je pravo nakupu za danou cenu,

e Protistrana musi prodat,

Put opce je pravo prodeje za danou cenu,

e Protistrana musi koupit,

Kryté vs. nekryté (spekulativni) opce.

Vypisovani opci je licencovana cinnost,
* Vysoce rizikové,
Kupovat opce muze prakticky kdokoli pouceny,

e Rizikové.

Nakup akcii a komodit odpovida sazce na jejich
dlouhodoby rist (matematicky stfedni hodnota
ziskovosti),

Nakup opci odpovida sazce na jejich kratkodoby
rast (call) nebo pokles (put), vychazi z volatility
(matematicky smérodatna odchylka ziskovosti),

15
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* Call opce (sdzka na budouci rist)
* Aktudlni cena akcie: S = 40 €,
e Garantovana ndkupni cena: K = 42 €,
* Pocet akcii: N = 100,
* Dobaopcejedenrok: T =1,
* Cenaopce: P =300 £, tj. p = 3€/akcie,

* Aktuadlni cena akcie S v ¢ase expirace opce je
nizsi nebo stejna nez garantovana nakupni cena K

* Opci nevyuziji,

* Prichdzim o 300 €.

Ukazka vyznamu opci

Aktualni cena St je vyssi nez cena K dana opci
= Opci vyuziji

Moje obchodni bilance je dana vztahem

Z=N(Sr—K)—P=100(S; —42) — 300,

Sr=44€ =7 =100(44 —42) — 300 = —100%,
Sr=45€ = 7 =100(45 — 42) — 300 = 0€,

Sr =46 € =7 =100(46 —42) — 300 = +100%,
Sr=55€ =7 =100(55—-42) — 300 = +1000%€,

Maximalni prodélek je dan cenou opce, maximalni
zisk je teoreticky neomezeny.

Numusim disponovat cenou akcii.
16
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* Opcné nemusime kupovat nebo prodavat pouze akcie, * Volatilita o je smérodatna odchylka driftu r
* Opce lze poutZit jako pojistku proti vykyvim cen + Za stejné obdobi jako drift 7,
* Obchodovatelnych komodit, 1 obchodni rok mé pfiblizné 252 dni,
* Zahranicnich mén. o = Orok
den /—252

* To hlavni se ukryva v cené opce!
y P - Dominuje z kratkodobého hlediska,

e Zacnéme nékolika terminy * Kratkodobé opce (dny a mésice),

* Drift r je stfedni hodnota relativniho vynosu,

* Pro drifti volatilitu spolecné plati
- Za dané obdobi (30 dni, 90 dni, rok,...), P P

. .. . ., , * Udavaji se v procentech %,
* Funguje podobné jako rocni urokova sazba,

* P¥ivypoctech dosadime r,o/100,
 Dominuje z dlouhodobého hlediska, rYPREEE | 7

*  Pro minulost vypocteme,
* Dlouhodobé opce (rok a vyse), vP

* Pro budoucnost odhadujeme.

17
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Historicky vynos mliZzeme matematicky vyjadfrit

Z=r*1o.

Budouci predikce (Brownlv model)

1,
r——=0“|T \/
ST——SOe( 2 ) edNT
~—

drift volatilita

Z je nahodné cCislo z normovaného normalniho rozdéleni
« N(,1),u=00=0%=1,
e Simuluje ndhodné chovani trhu pro jeden scénar,
T je ¢as do expirace opce,
So je aktualni cena akcie,

St je cena oCekavana v momenté expirace opce,

Vypocet ceny opce

Chovani trhu simulujeme pro rizné ndhodné scénare,

e Zastoupeno nahodnou volbou Z,

* Celkovy pocet simulaci je n,

. , y : 1
e Chyba klesa s rostoucim poctem simulaci N

Zadani prikladu
Sy, = 100 € (aktudlni cena),
« K = 105 € (realiza¢ni cena),
e T =0.25 (90 dni),
 r = 0.05 (drift),
« o0 = 0.20 (volatilita),
« n=100000 = 10° (pocet simulaci).

18
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numpy Opce rocni, 7 = 0.05,0 = 0.20
* 8.03 € /akcie,
SO = 100
K = 105 Opce rocni,r = 0.05,0 = 0,50
T
r

5
5 * 19.85 € /akcie,

.2
.0

sigma = 0.20
n_simulations = 100000 Opcerocni,r =0.02,0 = 0,10

o 2.75 € /akcie,
Opce 90 dni, r = 0.05,0 = 0.20

z = np.random.standard normal(n_simulations)

 2.46 € /akcie,

SO * np.exp((r - 0.5 * sigma**2) * T + sigma * np.sqrt(T) * z) Opce 90 dnl',r= 0.05,0'= 0,50

* 8.40 € /akcie,

payoffs = np.maximum(ST - K, 0) Opce 90 dni,r =0.02,0 = 0,10

option_price = np.exp(-r * T) * np.mean(payoffs) * 0.54 € /akcie,

* 14 . .
—— roption price:.2f} €") Kod generoval Google Gemini.
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Hustota pravdépodobnosti

FAKULTA

ELEKTROTECHNIKY

A INFORMATIKY

KATEDRA
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MATEMATIKY

Srovnani rocni a 90-denni opce,

Rozdéleni cen akcie v ¢ase: T=1 vs T=0.25

r=0.05,0=0.2

0

0.040

0.035 ~

0.030 ~

0.025 ~

0.020 ~

0.015 +

0.010 ~

0.005 ~

0.000 -

e Konec roku (T=1.0)
Konec 3. mésice (T=0.25)

= = Strike cena (K=105)

60

80

100

120
Cena akcie (5 T)

140

160

180

20
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* Pojistujeme cenu EUR vuci CZK,

e Kladny drift r > 0 znamena,
Ze cena eura v korunach rostla,

e Jak zjistit drift a volatilitu za posledni rok?
* Volatilita o = 2.58 %,

e RocCnidriftr = —3.91 %,

e So=24.264099 CZK,

* Dosadime do predchoziho kédu,

* Opcerocni K = S,: 0.02 CZK/1€,

* Opce90dni K = S,: 0.04 CZK/1£.

yfinance yf

numpy np
pandas pd

ticker =
data = yf.download(ticker, period=

datal[ ] = np.log(data[ ] / data[ ].shift(1))

daily vol = data[ ].std()
annual _vol = daily vol * np.sqrt(252)

annual_drift = datal ].mean() * 252

print( )

print( {annual_vol*100:.2f} %")
print( {annual_drift*100:.2f} %")
print( {data[ ].iloc[-1]:.2F}
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Generatory pseudonahodnych cisel

* Radi bychom generovali zcela ndhodna cisla a jejich posloupnosti,

* Zduvodu ovéreni a prace s vysledky navic pozadujeme opakovatelnost vygenerované
posloupnosti Cisel. To znamena, Ze pri opakovaném spusténi generatoru se stejnym
nastavenim ziskdme vzdy totoznou posloupnost,

* Fyzikalni generatory ndhodnych Cisel nejsou vhodné — generovani neni opakovatelné,
* Deterministické algoritmy generuji tzv. pseudonahodna disla,
* Pozadujeme minimalni korelaci mezi vygenerovanymi posloupnostmi Cisel (pro rlizna nastaveni generatoru),

* Viz priklad — Monte Carlo 2D integrace — pokud nahodnost a tim i rozmisténi generovanych dvojic (x, y)
nebude nahodna (body budou vice padat do urcité ¢asti obrazku), ziskame zkresleny odhad hustoty
pravdépodobnosti a tim i nepresny odhad vysledku.

22
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Generatory nahodnych cisel v 1D

UvaZzujme uniformni hustotu pravdépodobnosti f (x) na intervalu [0,1]. Potfebujeme vygenerovat posloupnost N
vzork(d z tohoto intervalu.

Linearni kongruentni generator LCG
1. Zvolme celé cCislo ng = 0, pak
2. njq=(@n;+c)modm, a>1,c,mjsoucelacdisla—ziejmé 0 < n; < m,
« Cislo a se nazyva nasobitel, ¢ pfirGstek. Cislo m nazyvdme modulo a uréuje horni rozsah generatoru,
3. Nahodné cisla ziskame ve tvaru x; = n;/m.
Multiplikativni kongruentni (linearni) generator MCG (MLCG)

* Volbou ¢ = 0 a dosazenim do LCG ziskame n; 1 = an; mod m,ngy > 0.

23
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Rozsah a zrnitost generatoru MCG (MLCG)

* Rozsah generatoru udava, jak dlouhou posloupnost ndhodnych Cisel umi vygenerovat,
nez se tato zaCne opakovat. Rozsah generatoru MCG je nejvyse roven Cislu m.

» Zrnitost generatoru udava, jak husté umi generator zaplnit pozadovany interval [0,1].
Maximalni potrebny pocet Cisel je dan podilem délky intervalu a rozliSenim pocitacové
aritmetiky &, naptiklad pfesnost datového typu double je € = 1071, Pak

M, 0 = 1/10715 = 1015,

. o Vv . v . . M _M
 Zrnitost mdZeme relativné definovat jako Z,.,; = max {M, O},

max

 kde M je rozsah generatoru.

24
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Parametry generatoru a prostory vyssSich dimenzi

« Jak zvolit parametry m a a? Pro parametr m mame dvé moznosti. Varianta m = 2% je

strojové optimalni — realizace modulo pouhym bitovym posunem. M = m/4 = 2%~ 2
proamod 8 = 3 neboamod 8 =5,tedya =3+ 8pneboa=5+8p,p =>0.

* Co prvocisla? Druhou moznosti je zvolit za m dosti velké prvocislo. Velka prvocisla

se hledaji ve tvaru p = 2% — 1. Volba m = p neni strojové optimalni, ma vsak také
své vyhody — tou hlavni je nizsi korelacni koeficient

» Transformace nainterval [a, b] — linearni transformace x; = a + X;(b — a)

* Transformace pro neuniformni rozdéleni = metody vyuzivaji inverzni kumulativni

distribuéni funkci F~1(x) véetné tabelovanych hodnot (v pfipadé sloZitého vypoctu).

* Pro prostory vyssi dimenze, tedy d = 2, generujeme bud’ d jednodimenziondlnich

posloupnosti (SoA — Structure of Arrays), nebo postupné v cyklech délky d plnime i-té
slozky vsech vektoru (AoS — Arrays of Structure). SOA je mnohem vykonnégjsi.

25
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