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Co je to hazard?

Definice podle zákona č. 186/2016 Sb.

”
Hazardńı hrou se rozuḿı hra, sázka nebo los, do nichž sázej́ıćı

vlož́ı sázku, jej́ıž návratnost se nezaručuje, a v nichž o výȟre nebo
proȟre rozhoduje zcela nebo zčásti náhoda nebo neznámá
okolnost.“
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Kostkový problém ze 17. stolet́ı

Chevalier de Mere r. 1654

Hra 1

Sázka, že ve 4 hodech jednou šestistěnnou kostkou padne alespoň
jedna šestka.

Šance: 1
6 · 4 = 2

3

Hra 2

Sázka, že ve 24 hodech dvěma šestistěnnými kostkami padnou
alespoň jednou dvě šestky.

Šance: 1
36 · 24 = 2

3

Hra 2 ale Chevaliera stála nemalé peńıze – je možné, že se spletl?
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Správné řešeńı

Pascalovo řešeńı

Hra 1 Hra 2

Šance 1− 54

64
≈ 0.5177 1− 3524

3624
≈ 0.4914

Princip inkluze a exkluze (Moivre 1718)∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

∣∣∣∣∣ = ∑
∅̸=I⊆{1,2,...,n}

(−1)|I |−1

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣
Př́ıklad – Hra 1:

4 · 11 · 63 − 6 · 12 · 62 + 4 · 13 · 61 − 14

64
≈ 0.5177
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Očekávaná hodnota

Sázka na konkrétńı výsledek (kurzové sázky, ruleta, hod minćı, . . . )

Ex = lim

n∑
i=1

wi

n∑
i=1

b

= lim

n∑
i=1

(px · wb,x)

n∑
i=1

b

= lim
n · px · wb,x

n · b
=

=
px · wb,x

b
· lim n

n
=

px ·wb,x

b
= px ·wx (1)

wi je výše výhry v i-tém kole
b je výše vkladu
px je pravděpodobnost výhry p̌ri sázce na x
wb,x je výše možné výhry p̌ri sázce b na x
wx je násobek vkladu, který je možné vyhrát p̌ri sázce na x
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Očekávaná hodnota a zisk kaśına

Výhernost/návratovost:
Return to player (RTP)

RTP < 1 RTP = 1 RTP > 1

prohra rovná hra výhra

Marže:
House edge (HE)/margin

HE = 1− RTP
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Chevalierovo RTP

Spoč́ıtejme si, jak si Chevalier v jednotlivých hrách dlouhodobě
vedl.

Hra 1

RTP = p6 · w6 =

(
1− 54

64

)
· 2 ≈ 1.035

V dlouhodobém hledisku zhodnotil své vklady o cca 3.5%.

Hra 2

RTP = p66 · w66 =

(
1− 3524

3624

)
· 2 ≈ 0.983

V dlouhodobém hledisku p̌rǐsel o cca 1.7% svých vkladů.
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Kolik by Chevaliera druhá hra stála dnes?

Podḿınky pro technickou hru v ČR:

0.75 ≤ RTP ≤ 1.0

maximálńı sázka na kolo: 500,- Kč

minimálńı délka kola: 2 s

Hráč, který nehraje pod své možnosti by mohl prosázet

bet =
3600

2
· 500 = 900000 Kč/h.

Při RTP = 0.983 by pak ztráta byla

lost = (1− RTP) · bet = 0.017 · 900000 = 15300 Kč/h.

Pro tuto hru je tzv. maximálńı hodinová prohra 15300 Kč
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Očekávaná hodnota

Plošná sázka (automaty, losy, tomboly, . . . )

E = lim

n∑
i=1

wi

n∑
i=1

b

= lim

n∑
i=1

X∑
x=1

(px · wb,x)

n∑
i=1

b

= lim

n ·
X∑

x=1
(px · wb,x)

n · b
=

=

X∑
x=1

(px · wb,x)

b
· lim n

n
=

X∑
x=1

(px ·wb,x)

b
=

X∑
x=1

(px ·wx) (2)
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Př́ıklad – hod minćı

Urč́ıme-li správně, co na minci padne, dostaneme dvojnásobek
vkladu. Jak si povedeme dlouhodobě?

Pro obě strany plat́ı:

RTP = wx · px = 2 · 1
2
= 1

Hod minćı je rovná hra.
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Př́ıklad – hod minćı

Proč jsem použil tak jednoduchý p̌ŕıklad?

Protože to má háček :-)

ukázalo se, že pravděpodobnosti neodpov́ıdaj́ı p̌redpokladu

gambler’s ruin (hráč̊uv krach?)
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Hod minćı

Článek źıskal vloni Ig Nobelovu cenu za výzkum v oblasti
pravděpodobnosti.
Pravděpodobnost, že mince skonč́ı ve stejné orientaci, jako měla
p̌ri začátku hodu, je cca 51%.
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Gambler’s ruin

Gambler’s ruin

Bude-li hrát hráč s omezeným bankem proti hráči s neomezeným
bankem, dojde časem témě̌r jistě k vyčerpáńı všech peněz banku
prvńıho hráče i v p̌ŕıpadě rovné hry.
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Důsledek

Existuj́ı prokazatelně výherńı strategie, do kterých nám důsledek
tohoto efektu háźı vidle.

Martingale

Labouchére

Oscar’s grind
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Martingale

Martingale

Hráč opakovaně sáźı na p̌ŕıležitost s faktorem 2 (nap̌r. barva v
ruletě). V p̌ŕıpadě prohry zdvojnásob́ı sázku a t́ımto způsobem
postupuje, dokud nenastane váherńı situace. V tu chv́ıli má čistý
zisk roven původńı sázce.

Vklady rostou exponenciálně s délkou proherńı série. V praxi dojde
poměrně brzy k vyčerpáńı banku hráče.
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Martingale
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Labouchére

Labouchére

Hráč si naṕı̌se posloupnost č́ısel, jejichž součet je roven částce,
kterou chce vyhrát. Sáźı vždy součet prvńıho a posledńıho č́ısla na
seznamu na p̌ŕıležitost s faktorem 2. Při výȟre tato dvě č́ısla
škrtne. Při proȟre p̌riṕı̌se na konec seznamu výši svého posledńıho
vkladu. Pokračuje, dokud neńı list prázdný. Obsahuje-li list jen
jedno č́ıslo, vsad́ı v dném kole hráč toto č́ıslo.

I zde s počtem proher roste sázka v každém následuj́ıćım kole, což
časem vede k bankrotu.
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Labouchére
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Oscar’s grind

Oscar’s grind

Hráč opakovaně sáźı na p̌ŕıležitost s faktorem 2. Při výȟre (pokud
v p̌ŕı̌st́ım kole nemůže p̌ri stávaj́ıćım vkladu źıskat čistý zisk o
velikosti prvńıho vkladu) zvyšuje vklad o výši prvńıho vkladu,
zat́ımco p̌ri proȟre jej neměńı.

Zde se p̌redpokládá, že proherńı série jsou vykompenzovány
p̌ŕıtomnost́ı výherńıch séríı. V dlouhodobém hledisku opět dojde k
bankrotu.
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Oscar’s grind
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Proč by to někdo hrál?

Herńı plán:

Data z MF za 2023:

TH mimo internet
Úhrn p̌rijatých vkladů 266 856 203

Úhrn vyplacených výher 250 152 162
Hrubý zisk 16 704 041

TH internet
Úhrn p̌rijatých vkladů 417 929 875

Úhrn vyplacených výher 401 635 477
Hrubý zisk 16 294 398

Komu to p̌ripadá málo, má pravdu – č́ısla MF udává v tiśıćıch Kč.
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Proč by to někdo hrál?

maximálńı výhra

četnost výher (volatilita)

bonusy, jackpoty, speciálńı featury

hráčske omyly

věťsina her je barevná a bliká :-)
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Volatilita

Vágně definovaná veličina, popisuj́ıćı četnost výher, jejich výši a
rozptyl. Dohromady by měla charakterizovat

”
hravost“ hry. Č́ıselně

se často vyjaďruje pomoćı četnosti výher, ale interpretuje se jako
jej́ı p̌revrácená hodnota.

vysoce volatilńı hry málo volatilńı hry

ńızká četnost výher vysoká četnost výher

vysoké výhry ńızké výhry

obĺıbené u impulzivńıch hráč̊u obĺıbené u klidněǰśıch hráč̊u

vysoký rozptyl ńızký rozptyl

pomalá konvergence RTP rychlá konvergence RTP
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Hráčské omyly

Gambler’s fallacy

Přesvědčeńı, že pokud se nějaký náhodný jev v minulosti
vyskytoval častěji než obvykle, je pravděpodobné, že v budoucnu se
naopak bude vyskytovat méně často a naopak.
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Gambler’s fallacy
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Proč je těžké p̌restat?

podvýhry

nearmissy

teorie pob́ıdek
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Podvýhry

Podvýhra

Výhra s faktorem menš́ım než 1.
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Podvýhry
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Nearmissy

Nearmiss

Nevýherńı kombinace, která vyvolává dojem, že
”
stačilo málo“ a

byla by výherńı.

Z pohledu výrobce je žádoućı, aby hra nearmissy generovala, ale

”
uḿırněně“, protože jejich p̌reḿıra hráče sṕı̌se odrad́ı.
Existence nearmiss̊u věťsinou neńı dána lidským zásahem (cherry
picking), ale návrhem reelsetu, který definuje pǒrad́ı symbol̊u a
možných kombinaćı na válćıch.
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Nearmissy
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Online hazard

losy

sloty

instanty

crash game

kurzové sázky
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Losy – obrázek pro pamětńıky
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Losy

Zákon:
0.4 ≤ RTP ≤ 0.8

Trh:
RTP ≈ 0.7− 0.8

Volatilita bývá mezi 0.2 a 0.4.

Matematika losu

U los̊u se vygeneruje celá emise, kde je pro certifikaci garantováno
paťričné zastoupeńı los̊u s p̌redem danými faktory. Z této emise se
pak v náhodném pǒrad́ı losy prodávaj́ı. Po vyprodáńı emise muśı
certifikované množstv́ı los̊u pro každý faktor odpov́ıdat prodanému.
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Losy – p̌ŕıklad

U online verze los̊u se ḿısto
prostorového uspǒrádáńı symbol̊u
využ́ıvá pǒrad́ı, v jakém
se symboly zobraźı.
To umožňuje precizněǰśı práci
s nearmissy.
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Sloty

Zákon:
0.75 ≤ RTP ≤ 1.0

Trh:
RTP ≈ 0.95

Volatilita bývá mezi 0.08 a 0.2.
Maximálńı sázka: 500 Kč
Maximálńı výhra: 500 000 Kč

Tradičńı způsob

Pravděpodobnost jednotlivých kombinaćı je dána čistě reelsety a
pravděpodobnosti zastaveńı na jednotlivých pozićıch jsou pro každý
válec nezávislé.

Moderńı způsob

Pravděpodobosti kombinaćı se odv́ıjej́ı od požadované četnosti
faktor̊u. Ne všechny vzájemné kombinace, které by umožnily
reelsety jsou dosažitelné.
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Tradičńı způsob

původńı matematika mechanických automat̊u

vytvǒŕı se reelsety a pravděpodobnosti zastávek na nich

všechna možná natočeńı válc̊u a jejich pravděpodobnosti
určuj́ı chováńı automatu
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Tradičńı způsob – p̌ŕıklad

Výherńı tabulka pro sázku 1000 Kč
a reelset hry.

Hra má RTP ≈ 0.94.
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Moderńı způsob

urč́ı se požadované chováńı hry a podle něj se nastav́ı četnost
faktor̊u

faktory se vyb́ıraj́ı náhodným výběrem proporčně k jejich
pravděpodobnostem

kombinace se k danému faktoru vygeneruje nebo vybere ze
zásoby p̌redem uložených kombinaćı

reelsety se použ́ıvaj́ı, ale neurčuj́ı matematiku hry
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Moderńı způsob – p̌ŕıklad

Rozvržeńı četnost́ı faktor̊u
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Moderńı způsob – p̌ŕıklad

Výběr faktoru
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Moderńı způsob – generováńı kombinaćı

1 diskrétńı optimalizace

jedná se o NP problém
existuj́ı algoritmy, které by se daly použ́ıt (Monte Carlo,
genetické nebo swarmové algoritmy)
kvantový p̌ŕıstup by to zvládl v poťrebném čase
neduhy lze částečně řešit defaultńımi hodnotami pro p̌ŕıpad
nezkonvergováńı

2 p̌redvýběr a kategorizace kombinaćı

výpočetně levný
pamět’ová náročnost je vyš̌śı
neduhy lze řešit pomoćı reelset̊u a redukćı počtu kombinaćı
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Instanty

hráč si vybere jednu z možnost́ı a je okamžitě odměněn pevně
daným poměrem nebo nulou v závislosti na úspěchu výběru

typově jsou něco mezi technickou hrou a kurzovým sázeńım

v ČR věťsinu z nich nelze certifikovat
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Instanty – Goal

Zkusme z obrázku zjistit, jaké má hra RTP.
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Instanty – Goal

Pravděpodobnosti úspěchu pro jednotlivé sloupce:

p1 =
2

3

p2 =
4

9

p3 =
8

27

p4 =
16

81

Férová sázka na čtvrtou řadu:

w =
1

p4
= 5.0625

Nab́ızená částka je 4.91:

RTP =
4.91

5.0625
≈ 0.97
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Instanty – Plinko

Jaké je RTP tady?
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Instanty – Plinko

Pravděpodobnost, že kulička skonč́ı v k-tém d́ılku se ř́ıd́ı
binomickým rozděleńım

pk =

(
n

k

)
· pk (1− p)n−k

V našem p̌ŕıpadě je p = 0.5 a n = 12.
Výplatńı faktory jsou pro zelenou, žlutou a červenou kuličku
uvedeny ve ȟre. Pro výpočet RTP použijeme vzorec (2) ze začátku
prezentace:

RTP =
n∑

k=0

(pk · wk)
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Crash game
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Crash game

Faktor pádu:

x =
RTP

1− r
,

X = max {x , 1} ,

kde r ∈ [0, 1) je náhodné č́ıslo.
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Marže na kurzovém sázeńı

Za p̌redpokladu férové hry můžeme pomoćı vzorce (1) ze začátku
prezentace odhadnout pravděpodobnosti jednotlivých p̌ŕıležitost́ı:

1 = pk · wk ⇒ pk =
1

wk

Jab. 0.55 Reḿıza 0.28 Boh. 0.23

Neprohra Jab. 0.84 Nebude reḿıza 0.78 Neprohra Boh. 0.51
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Marže na kurzovém sázeńı

Zkusme vsadit tak, aby náš zisk nebyl závislý na výsledku zápasu,
nap̌r. na výsledek bez reḿızy.

Vklad Př́ıležitost Kurz Možný zisk

1000 Bohemians 3.24 3240

2436 Jablonec 1.33 3240

Součet vkladů je 3436,-.
Výhra je 3240,-.
Marže je tedy:

HE =
3436− 3240

3436
≈ 0.06
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Sure bet

Sure bet

Taková sázka, která vede k čistému zisku nezávisle na výsledku
zápasu.

Jak jej poznat?

M =
∑
k∈K

1

wk

M < 1 M = 1 M > 1

sure bet férové kurzy kurzy s marž́ı
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Favourite-longshot bias

Zkusme určit, jak by vypadaly férové kurzy.

M =
1

1.33
+

1

3.24
≈ 1.06

Mohu zkusit pravděpodobnosti
”
znormovat“, aby M = 1.

M =
1

1.41
+

1

3.43
= 1

Dostali jsme férové kurzy 1.41 a 3.43.

Věťsinou se ale marže nerozděluje mezi kurzy takto proporčně, ale
využ́ıvá se jevu, zvaného favourite-longshot bias.

Favourite-longshot bias

Jev, kdy sázkǎri systematicky p̌receňuj́ı pravděpodobnost výhry
outsidera a podceňuj́ı pravděpodobnost výhry favorita.

Rajko Ćosić Matematika v hazardńıch hrách 53 / 61
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Favourite-longshot bias

Jev, kdy sázkǎri systematicky p̌receňuj́ı pravděpodobnost výhry
outsidera a podceňuj́ı pravděpodobnost výhry favorita.
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Favourite-longshot bias – použit́ı

Existuj́ı r̊uzné metody, jak určit rozložeńı marž́ı. Výsledky pro
některé z nich jsou v tabulce.

metoda Jablonec Bohemians

basic 1.41 3.43

wpo 1.39 3.59

odds ratio 1.38 3.60

power 1.37 3.69

Aby to nebylo jednoduché, sázkovky často kurzy upravuj́ı podle
náběru, tzn. pokud hráči nesázej́ı podle očekáváńı, měńı kurzy tak,
aby minimalizovaly p̌ŕıpadné ztráty. Také pro r̊uzné trhy mohou
marže ruzně posouvat.
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Value bet

Value bet

Taková p̌ŕıležitost, jej́ıž kurz je nahodnocen oproti (subjektivně)
reálné šanci na úspěch.

Jak poznat value bet?

mám zákulisńı informace

rozuḿım danému sportu lépe než bookmakěri s AI dohromady

mám (velmi dobrý) matematický model

mám (velmi dobrou) AI

a některý z mých kurz̊u je nižš́ı, než v sázkovce.
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Modely – Elo

Elo
pož́ıvá se nap̌r. pro určeńı śıly šachových hráč̊u. Pravděpodobnost
výhry hráče se Elo RA nad hráčem s Elo RB je

Ew =
1

1 + 10
RB−RA

400

.

Existuj́ı r̊uzná rozš́ı̌reńı a adaptace pro jiné sporty, ale pro určeńı
kurz̊u tento model neńı moc vhodný.
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Modely – dvourozměrná Poissonova distribuce

Vzorec pro odhad pravděpodobnosti, že domáćı daj́ı x gól̊u a hosté
y gól̊u:

P (x , y) = λx
Hλ

y
Ae

−λH−λA

1+λ(e−x−e−dλH )(e−y−e−dλA)
x!y ! ,

kde d = 1− e−1 a λH a λA jsou tvǒreny součinem parametr̊u
(útok, obrana, parametr zadržeńı ḿıče a efekt domáćıho ȟrǐstě)
daných týmů. Tyto parametry je ťreba odhadnout z dat. Parametr
λ je společný pro všechny týmy a také je ťreba jej odhadnout.
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Shrnut́ı

Na co myslet v kaśınu:

kaśıno má vždy výhodu

i když ji nemá, dlouhodobě nás oškube, protože má věťśı bank

když už máme výhodu my (poč́ıtáme karty v BJ. . . ) časem
nás nenechaj́ı hrát

jediná možnost je bonus hunting

pokud chci hrát za peńıze, p̌ristupovat k tomu tak, že si
plat́ım za čas strávený koukáńım na rotuj́ıćı ovoce

A u kurzových sázek:

sázkovka má své marže

sázkovka má věťsinou lepš́ı predikčńı modely

pokud už jsem expert na konktrétńı sport, časem mě na něj
nenechaj́ı vsadit
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Závěrem něco o zodpovědném hrańı

prevalence rizikového hrańı v populaci: 1%– 3%

vývoj produkt̊u pro včasné odhaleńı rizikového hrańı pomoćı AI

spolupráce v́ıce než 90% trhu s IPRH

změny legislativy
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