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CVICENT 1: MATLAB — NASTROJ PRO MATEMATICKE MODELOVANI

Abychom se mohli vénovat numerickému feseni matematickych tloh, potfebujeme
vhodné prostiedi, které nam to umozni. A tak jako fyzik ¢i chemik maji svou laborator
nebo patolog pitevnu, maji i numeri¢ti matematici svoji Maticovou laboratoi! - Matlab.
Podrobné se tomuto pracovnimu prostiedi a jeho piikazim vénuje prilozeny Matlabovsky
slabikai?. My si v tomto textu uvedeme pouze struény piehled matlabovskych proménnych
a prikazu, kterym se budeme vénovat.

Prostredi

help, demos, intro, who, whos, clear, size, length

Proménné

Skalary
Vektory

Matice

Prikazy

Skalarni funkce - sin, cos, tan, exp, log, abs, sqrt, round

Vektorové funkce a generovani vektoru - maz, min, sort

Maticové funkce a generovani matic - det, rand, ones, zeros, eye

Skalarni operace - +, —, %, /, 7

Maticové a vektorové operace - +, —, *, “(transponovani), \ (A\v =z & Az =)
Operace “po prveich” - ., = ./

2D grafika (vykresleni grafu funkci jedné proménné) - plot, hold on, hold off, figure

3D grafika (vykresleni grafu funkei dvou proménnych) - meshgrid, mesh, contour,
hold on, hold off, figure

Ridici pitkazy - if (podminény pifkaz), for (pifkaz cyklu se zndmym poétem opa-
kovani), while (piikaz cyklu s podminkou na zacatku)

'MATrix LABoratory
2K. Sigmon - MATLAB Primer



e Relace a logické operace - <, >, <=, >=, == "= &, |,~

e Skripty a funkce - function

Vse si vyzkousime pii feSeni néasledujicich tloh.

Priklad 1 Sestrojte v Matlabu grafy nasledujicich funkei:

(z)
o f(r)=+v1—2a2
o f(z) =22 sin 3,
. () =lal

Piiklad 2 Sestrojte v Matlabu grafy nésledujicich funkei:
o flz,y) =2+
o fz,y) = Va*+y?

o J(z.y) = (a2 + ) - sin ooy,

o flz,y) =]yl

Priiklad 3 Nyni si predstavme, ze mame natazenou strunu mezi dvéma tuchyty. Na

f

RN

0 14

A A

strunu pusobi po celé délce vertikalni sila, jejiz hustota je konstantni a ma hodnotu f
(N-m™!). Tuhost struny je ddna konstantou k& (N-m™!) a jeji délka je rovna konstanté
¢ (m). Pruhyb struny lze modelovat funkei

= il‘
2k

u(x) (¢ —x) proz € (0, ).



—0,02 |
—0,04 |
—0,06 |

1
wz) = —z(x —1)
—0,08 } 2 ]

—0,12 |

—0.14 ! ! ! ! ! ! ! ! !
)

Napr. pokud je f = —1, k = 1 a £ = 1, je pruhyb struny zndzornén na vyse uvedeném
obrazku.

Méjme strunu, kde £ = 1 a k = 10%. Zjistéte, jakd miZze byt maximalni hodnota hustoty
sily f, ktera pusobi na strunu tak, aby se prohnula nejvyse o 0,1m.3

3Napovéda: K feseni pitkladu pouzijte piikazy cyklu.



CVICENI 2: SCITAME RADY — PROC?

V tomto cviceni si nejprve povime, co se skryva pod pojmy redlna ciselna fada a jeji
konvergence.
Radou redlnych &isel rozumime vyraz

ap+ag+ -+ ap + Zan, (1)

kde a,, € R pro kazdé n € N.4
Naprtiklad:

i) Z(—l)” =—141+4+(=1)+1+--- (priklad tzv. alternujici ¥ady).

ii) Z n=14+2+3+4+--- (piiklad tzv. aritmetické Fady).

n=1

iii) Z "'=14+q+¢F+¢F+---, kde g € R (piiklad tzv. geometrické Fady).

n=1

1 1
iv) Z =1 + + = 5 tote je tzv. harmonickd ¥ada.

Cislo a,, nazfvame n-tym tlenem ¥ady (1), posloupnost (s,) definovanou pfedpisem

n
def. ozn.
Sp, = a1+ ao+ -+ a, = g ag

s =<

nazyvame posloupnosti Zaste&njych soudtu Fady (1). Existuje-li

lims, = s € RU{+oc0, —00},

nazyvame ji soutem ¥ady (1) a piSeme

%)
E ap, = S.
n=1

Naprtiklad:

> 0 pro n sudé,
Soucet —1)" neexistuje, jelikoz s,, =
2 Z( ) HISHE, ) g { 1 pro n liché.

4Symboly R a N oznaéuji mnoziny viech redlnych a pfirozenych &isel.
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ii) Soucet Zn = 400, jelikoz s, = "("2+1).

n=1
- —I—OO, je—li q Z 17 1
. . n pro q - ’
i) Soucet n—1 _ L7 e-li <1, jelikoz n = "
iii) Souce ;q 1—q ) 4! JEe { 11_qu pro g # 1.

neexistuje, je-li ¢ < —1,

o0
1
iv) Lze ukéazat, ze soucet E — = +400.
n

n=1

Rikdme déle, ze fada konverguje, jestlize je jejf soucet roven néjakému redlnému éislu.
V opacném pripadé, tj. pokud mé fada soucet roven +00 nebo —oo nebo pokud fada soucet
nemad, fikame, ze fada diverguje.
Napriklad:
(o ¢]

i) Z(—l)” diverguje.

n=1

ii) Z n diverguje.

n=1

iii) Zq”’l konverguje, pokud |q| < 1, a diverguje, pokud |q| > 1.

n=1
=1
iv — diverguje.
)30 L diverguie
n=1
Vyse uvedené pojmy muzeme nyni vyuzit k feseni nasledujicich loh.

Priklad 1 Zkuste odhadnout s vyuzitim Matlabu soucet tady

>
f=n(n+1)

Priklad 2 Dvé mésta A a B jsou od sebe po zeleznici vzdalena 90 km. Z mésta A do
meésta B vyjede vlak rychlosti 10 km/h. V tu samou chvili vyjede z mésta B vlak do mésta
A po té samé koleji stejnou rychlosti. Ve chvili, kdy se vlaky rozjedou vstric jisté zkaze,
z predniho okna lokomotivy vlaku jedouciho z A do B se odrazi moucha rychlosti 100 km/h
a leti vsttic druhému vlaku. Ve chvili, kdy k nému doleti, dotkne se nozkou jeho predniho
skla a leti zpatky. Takto moucha lita mezi vlaky nez ji rozméacknou na placku pfi jejich
srazce. Kolik kilometru moucha celkem nalétala? Jakou vzdalenost moucha urazila mezi

15. a 16. odrazenim se od oken lokomotiv (jinymi slovy: jak dlouhy byl jeji 15. let mezi
vlaky)?



Priiklad 3 Kolik ¢lentt harmonické fady musite nejméné secist, aby tento castecny
soucet fady meél hodnotu alespon 10 (15, 20)7

Priklad 4 Zkuste odhadnout s vyuzitim Matlabu soucet tady

et _1\n+1
24.&.
2n — 1

n=1



CVICENT 3: JAK PRACUJE KALKULACKA — K CEMU JE DOBRY TAYLORUV POLYNOM?

Pri feSeni ruznych matematickych tloh se jisté setkame s potfebou vycislit hodnotu
néjaké funkce v daném bodé. V nékterych piipadech to ale muze byt obtizné. Uvazujeme-
li napifklad funkci \/z, uréit hodnotu této funkce v bodé 1 je jednoduché: /1 = 1.
Jak ale pomoci desetinné ¢érky (alespon piiblizné) zapsat hodnotu funkce /x naptiklad
v bodé 2?7 Odpovéd je jasné: pouZijeme kalkulacku. Jak ovSem &islo 1,414213 . .. spocetla
kalkulacka? V tomto cviceni si ukdzeme postup, jak lze ptiblizné vypocist hodnotu “obtizné
vycislitelnych” funkei v ruce a simulovat tim praci jednoduché kalkulacky:.

Nejprve si zavedeme nésledujici pojmy, s nimiz budeme dale pracovat.

Piedpokladejme nejprve, ze funkce f méa derivaci® v bodé xg. Jestlize derivace f’ m4
derivaci v bodé x, definujeme druhou derivaci funkce f v bodé& x( jako

(o) & () (20)-

Podobné postupujeme pii definicich t¥eti, ttvrté, ... derivace funkce f v bod& .
Indukei tedy definujeme pro n € N derivaci n-tého #&du funkce f v bod& z jako

£ () E (f@ VY (x0),

pricemz f© (z9) = f (o).
Pokud mé funkce f v bodé zg derivace az do fadu n véetné, definujeme Tayloriv®
polynom ¥adu n funkce f v bod& zy vztahem

def. "(xo 9 ™) (2
To(@) “C Fmo) + f(o) (@ — x0) + L ;! ) (o —zp) 4+ + fn_ﬁ)(x )
m ) (g .

ol

=0

Definujme si navic okoli bodu zo € R (o poloméru 6 > 0) jako otevieny interval
(xg — 0,9 + d) a znacme jej Us(zo).

Nyni budeme chtit nahradit funkeci f na okoli Us(xg) Taylorovym polynomem,
se dopustime uré¢ité chyby. Vyhodou lokalni aproximace funkce pomoci polynomu je vSak
naptiklad to, ze funkéni hodnotu kazdého polynomu lze spocist pouze pomoci operaci
séitani a ndsobeni. Cim vyssi stupeii Taylorova polynomu pak budeme pii aproximaci
uvazovat, tim mensi se dopustime chyby (tj. tim pfesnéjsi nahrazeni ziskdme).

7 ¢imz

SNecht f: R+ R a xo € R. Jestlize existuje }lLiHB M7 nazveme ji derivaci funkce f v bodé z¢
a znacime ji f'(xq).

6Brook Taylor byl anglicky matematik, ktery své vysledky publikoval po¢atkem 18. stoleti.

"Toto nahrazeni budeme zapisovat takto: f(z) ~ T, ().
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Taylorova vé&ta
Véta 1 Predpokladejme, Ze funkce f md v kaZdém bodé okoli Us(xq) vsechny derivace az
do Tadu n+ 1 véetné, a wvazujme x € Us(xq), x # xo. Pak existuje ¢islo & lezici mezi xo a
x takové, Ze plati

f(x) =To(z) + Rota(z),
kde R,y1 je tzv. zbytek po n-tém Zlenu dany vztahem

(net1)
R (2) = %ﬁ( )

Uvedend podoba zbytku se nazyvd Lagrangeuv® tvar zbytku. Existuje vice (nékdy
notou Taylorova polynomu 7),(x) lze zjistit odhadem velikosti zbytku R, 11 (z).

Vratme se na chvili zpét k nasemu problému jak vyjadiit (pfiblizné) hodnotu éisla v/2.
Pouzijeme vySe uvedenych uvah a funkci f(z) = /r nahradime na okoli bodu zy = 1
Taylorovym polynomem napiiklad stupné 4. Dostaneme tak

V3~ T2 = f) + )+ 20 0 SO0

2 6 24
Pocitejme:
1 1
o f'(z) = SN )= >
1 1
o fM(z) = N ()= 7
" 3 " §
15 15
o [W(z)= BTN o1 = T
Tedy

1 1 3 15

5 o~ lpi_iy0 1

V2 NPTy
~ 13984375,

Nen{ té7ké v tomto pifpadé odhadnout velikost zbytku R5(2). Protoze f©®)(z) = 2%

32v/29”
pak plati R5(2) < %(2 —-1)° = ﬁ ~ 0,0273438. Lepsi presnosti vycisleni hodnoty v/2

8Joseph Louis Lagrange byl vyznamny francouzsky matematik a mechanik. Tvoiil zejména v druhé
poloviné 18. stoleti.



bychom doséhli, pokud bychom zvolili vyssi fad Taylorova polynomu funkce v/z v bodé 1.

Nyni se zabyvejme feSenim nasledujicich uloh.

Priklad 1 Urcete (pfiblizné) hodnotu éisla e. 1°

Piiklad 2 Urcete (pfiblizné) hodnotu &fsla 7. '

Zkusme se zamyslet, zda by neslo nasi jednoduchou kalkulacku trochu zrychlit, tedy zda
muzeme dosahnout stejného piiblizeni k pozadované hodnoté s vyuzitim mensiho poctu
aritmetickych operaci. Odpovéd zni ano — muZeme pouzit metodu prostych iteraci, kterou
si nyni popiSeme.

Metoda prostych iteraci

Véta 2 Necht existuje n takové, Ze f(n) =n a |f'(z)] <A< 1proz € (n—a,n+ a).
Zvolme bod xy v tomto intervalu. Potom posloupnost (x,) definovand predpisem

def.
Tpt1 = f(xn>

konverguje k n. 12
Napiiklad: posloupnost (z,) danéd predpisem

def.

2
Tpi1 = Tp — k(x]

konverguje k /2 pro libovolné zy € (0,4).

Uved'me si nyn{ iteracni algoritmus, kterym lze najit ptiblizné feseni rovnice f(z) = =,
a to v pripadé, ze pocatecni aproximace xy a funkce f splnuji predpoklady Véty 2.

97kuste si rozmyslet, ze T,(2) = 1 + % . % + % . (—i) + % . % + % . (—%) + -

1 (1 1 3 5 2n—3\) _ N (DR —1135..(2k-3)
tar(z(m2) (22) (52) o (RF)) =14 X 7 :

1ON4povéda: Pouzijte Taylortiv polynom stupné n funkce f(x) = e* ve vhodném bodé (.

U Népovéda: Pouzijte Taylortiv polynom stupné n funkce f(x) = arctg z ve vhodném bodé .
2Takovému 7, kdy f(n) = 1, fikdme pevny bod funkce f.




Algoritmus (Metoda prostjch iteraci)

1. € > 0 (pfesnost)
Lo
k:=0
z1 = f(wo)
2. while |z — 2k > €
k:=k+1
Tpy1 = ()
end
3. Tr41 aproximuje s danou presnosti feseni rovnice f(x) =z

Piiklad 3 Zmeénte koeficient k v (2) tak, aby dand posloupnost konvergovala k V2
rychleji nez stavajici posloupnost, pokud pocatecni aproximace je xg = 1. Zménte koefici-
ent k v (2) tak, aby posloupnost konvergovala k /2, pokud z, = 5.

Piiklad 4 Uréete (ptiblizné) hodnotu ¢éisla m pomoci metody prostych iteraci.
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CVICENT 4: RESIME POPULAGNT ROVNICE — EULEROVOU METODOU

Ukolem matematika je casto modelovat nékteré redlné déje. My se v tomto cviceni
pokusime o odhad vyvoje poctu obyvatel a na zavér o model jednoho fyzikalniho déje.
K tomu si nejprve musime fici, co jsou diferencidlni rovnice a jak je muzeme numericky
resit.

Oby&ejnou diferencidlni rovnici 1. ¥&du rozumime rovnici tvaru

y(t) = f(ty(t)),

kde f : R? — R. ReSenim této rovnice rozumime kazdou funkci 3 : (a,b) — R (a < b)
takovou, ze pro vSechna t € (a,b) plati

yt) = ft.y).
y(®)

Naptiklad funkce g(t) = t je feSenim diferencidlni rovnice y'(t) = ¥ na intervalu (0, +oc0).
Jinym Fesenim této rovnice na intervalu (0, +00) je napiiklad funkce y(t) = 2¢ ¢i y(t) = 3t.
Neni tézké ukdzat, ze kazdd funkce y(t) = kt (k € R) je feSenim diferencidlni rovnice

y'(t) = # na intervalu (0, +00), tj. nase tiloha méa nekone¢né mnoho teseni. Zkusme navic
pridat k nasi rovnici napiiklad podminku y(1) = 2, tj. chceme nalézt funkci, kterd fesi nasi
rovnici a navic jeji funkéni hodnota v ¢ = 1 je rovna 2. Je snadné si uvédomit, ze takova
tloha m4 pouze jediné teseni y(t) = 2t.

Ulohu, kterd obsahuje feseni obycejné diferencialni rovnice 1. fadu a navic tzv. pocateéni
podminku y(ty) = yo, nazyvame Cauchyovou tlohou a zapisujeme ji obecné takto:

{ y'(t) = [t y(t)),

y(t) = . )

Pokud m4 funkce f(t,y(t)) specidlni tvar'®, pak existuji metody, jak analyticky Fesit vyse
popsanou Cauchyovu tlohu. Casto véak analytické fesenf nalézt nelze nebo by jeho nalezeni
bylo piilis narocné. V takovém piipadé se nabizi pouziti nékteré z numerickych metod pro
priblizné teseni diferencialnich rovnic 1. fadu s pocateéni podminkou. Podivejme se nyni
na jednu z téchto metod — Eulerovu metodu.*

Eulerova metoda
Eulerova metoda je nejjednodussi zpusob numerického feseni Cauchyovych tloh. Metoda
vyuziva aproximace derivace funkce f v bodé x

f(xo+ h) — f(xo)
h

f'(20) = lim

h—0

tzv. diferenci f v bodeé xg
f(zo +h) — f(zo)
h Y
13Napiiklad f zavisi linedrné na funkci y(t), tj. f(t,y(t)) = a(t)y(t) + b(t), kde a a b jsou redlné funkce.
4Ppublikoval ji vyznamny $vycarsky matematik a fyzik Leonhard Euler v roce 1768.
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kde h je “malé”, proto

pon L Y+ h) —y(t)
y'(t) ~ . :

Po jednoduché upravé dostaneme

y(t+ h) ~ y(t) + hy ().
Pouzijeme-li (3), pak ziskdme vztah
y(t +h) =y(t) +hf(tyt)). (4)
Dale zvolme pevnou velikost kroku A (“malou”) a sestrojme posloupnost

to, t1 o+ by ty Lty +2h, ...

Oznaéme pomoci y,, aproximaci hodnoty presného teseni y(t,,). Z (4) dostaneme rekurzivni
vztah

Yo :y<t0)7
Yn+1 = YUn + hf<tn7yn)7 n = 07 ]-7 s

ktery pouzijeme pro numerické feseni Cauchyovy tlohy (3). D4 se ukédzat, ze chyba apro-
ximace feSeni pomoci Eulerovy metody je pfimo imeérné velikosti kroku h.

Nyni pomoci Eulerovy metody vytesime nasledujici tdlohy.

1. Populaéni rovnice

Necht y(t) oznacuje velikost populace v case ¢ a yo popisuje velikost populace v case
to. Necht a je konstanta, kterd uddva prirustek populace. Pak jednoduchy model vyvoje
populace nam poskytne nasledujici populacni rovnice s pocateéni podminkou

(5)

Rovnice (5) pomérné dobfe aproximuje vyvoj populace, kterd méa dostateéné velké zasoby
potravy a dalsich zdroju a muze neomezené rust. Lepsi model dava nasledujici populacni
rovnice s pocdtetni podminkou, ve které se navic objevuje ¢len b(y(t))? (b je konstanta)

{ y'(t) = ay(t) — b(y(t))?,

y(to) = Yo

(6)

Rovnice (6) dobfe aproximuje vyvoj populace, kterd uz je dostatecné velkd, ma omezené
zasoby potravy i dalich zdroju a mezi cleny populace dochdzi k soupereni o tyto zdroje
(to popisuje konstanta b).

15Jde o Tayloriv polynom 1. #4du funkce y v bodé t.

12



Piiklad 1 Pouzijte populacni rovnici s po¢ateéni podminkou (6) k modelovani vyvoje
poctu obyvatel USA v letech 1790 - 1950. Konstanty a, b byly odhadnuty takto:
a = 0,03134, b = 1,5887 - 1071, Cas ¢ je v rocich. Navic vite, ze pocet obyvatel v USA
v roce 1790 byl 3 929 000. Ulohu feste numericky Eulerovou metodou. Spoc¢itané hodnoty
muzete porovnat se skutecnymi hodnotami v néasledujici tabulce.

Rok Odhad Absolutni chyba | Relativni chyba Skutecnost
1790 3 929 000 3929 000

1800 5 308 000

1810 7 240 000

1820 9 638 000

1830 12 866 000
1840 17 069 000
1850 23 192 000
1860 31 443 000
1870 38 558 000
1880 50 156 000
1890 62 948 000
1900 75 995 000
1910 91 972 000
1920 105 711 000
1930 122 775 000
1940 131 669 000
1950 150 697 000

Populace USA v letech 1790 - 1950
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2. Zm&na teploty té&lesa
Méjme nasledujici fyzikalni tdlohu. Hrnek s cerstvé uvarenou kavou mé teplotu T}, a je
ochlazovan vzduchem v mistnosti o konstantni teploté T, (viz obrazek nize). Je rozumné

il

Th Tv

modelovat teplotu hrnku jako funkci Tj,(t), ktera se méni rychlost{'® piimo timérnou rozdilu
teploty vzduchu a hrnku s koeficientem k. Necht teplota hrnku v ¢ase t; je ddna hodnotou
Tho. Dostavame tedy nasledujici model:

T,(t) = k(T, — Tu(1)), 0
Th(to) = Tho-

Priklad 2 Pouzijte feseni tlohy (7) k modelovani ochlazovani hrnku s kévou, ktera
méla v case tp = 0 teplotu 100°C. Teplota vzduchu m& hodnotu 7,, = 20°C a konstanta
: = 0,04. Cas t je v minutach. Zjistete, za jak dlouho se hrnek ochladi alespon na 50°C.
Ulohu teste numericky Eulerovou metodou.

Tuto rychlost matematicky popisuje derivace funkce T}, (t).
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APENDIX A: FUNKCE ARKUSTANGENS

Uvazujme nejprve funkci f : R+ R. Funkeci f~!, pro niz plati:
i) jeji definiéni obor Df~! je roven oboru hodnot funkce f a
ii) pro kazdé x € Df~! plati, ze f(z) =y & f(y) ==z,

nazveme funkci inverzni k funkci f.
Lze ukdzat, ze f~! existuje pravé tehdy, je-li f prosta. Graf f~! je pfitom osové
soumeérny s grafem f dle ptimky y = x.

Funkei inverzni k funkci tangens ziizené na interval (—7,7) nazveme arkustangens a
oznacujeme jako arctg, tj.
-1
)

Funkce arkustangens mé tyto vlastnosti (viz také nize uvedeny obrézek):

arctg et <tg|(_g7

Ny

e definicni obor je roven R,
e oborem hodnot je interval (—g, g),

e funkce arctg je lichd, tj. arctg © = arctg (—x) pro kazdé = € R.

15



APENDIX B: NEKTERA PRAVIDLA PRO POCITANI S DERIVACEMI

¢) =0, c € R (konst.), z € R,

2" =ra" 1 reR, z € (0,+00),

(
(

e (sinz) =cosz, r €R,
(cosx) = —sinz, x € R,
(

) =¢e", z eR,

tgz) = ——
(tgz) oy

ER\{ + k- kEZ},

1
[ ] (COtgl’)/:—m, I‘GR\{]@W k’EZ}7

b (lnm)/ = - € (Oa —FOO),
T
(arctg x) = ! eR
e (arctg x T .
g 1_|_:E27

Je-li x € R, pak plati

f9) (x) = fl(x)g(x) + f(x)g (x), existuji-li derivace f'(z) a ¢'(x),

e / o = (@)g(@) — fz)g'(z)
(9) (@) g*(z)

, existuji-li derivace f'(z) a ¢'(x) a je-li
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