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Nakresleme do roviny velky trojihelnik s vrcholy 1,23 a rozdélme interiér
trojuhelnika na konecny pocet trojuhelnicki tak, ze zadny trojihelnicek
nesmi mit vrchol uvnitf strany jiného trojihelnicku.
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Nakresleme do roviny velky trojihelnik s vrcholy 1,23 a rozdélme interiér
trojuhelnika na konecny pocet trojuhelnicki tak, ze zadny trojihelnicek
nesmi mit vrchol uvnitf strany jiného trojihelnicku.

Jinymi slovy, kazdé dva trojihelni¢ky maji bud spole¢nou stranu, spoleény
vrchol nebo jsou disjunktni. Takovému rozdéleni ¢asti roviny na oblasti,
budeme fikat triangulace(viz. obrazek).
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Nyni ocislujme Cisly 1,2, 3 vSechny vrcholy triangulace takto:
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Nyni ocislujme Cisly 1,2, 3 vSechny vrcholy triangulace takto:

@ Na strané 1-2 nesmime pouZit trojku.
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Nyni ocislujme Cisly 1,2, 3 vSechny vrcholy triangulace takto:
o Na strané 1-2 nesmime pouzit trojku.
@ Na strané 1-3 nesmime pouzit dvojku.

@ Na strané 2-3 nesmime pouzit jednicku.
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Nyni ocislujme Cisly 1,2, 3 vSechny vrcholy triangulace takto:

Na strané 1-2 nesmime pouzit trojku.

Na strané 1-3 nesmime pouzit dvojku.

°
°
@ Na strané 2-3 nesmime pouzit jednicku.
°

ostatni vrcholy maZeme odislovat libovolné (viz obrazek).
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Véta
(Spernerovo lemma) KaZd4 triangulace ocislovanad vyse uvedenym
zplisobem musi obsahovat trojiuhelnicek jehoZ vrcholy maji Cisla 1,2, 3.
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Véta

(Spernerovo lemma) KaZd4 triangulace ocislovanad vyse uvedenym
zplisobem musi obsahovat trojiuhelnicek jehoZ vrcholy maji Cisla 1,2, 3.

Dikaz.

Ke kazdé takto ocislované triangulaci mizeme definovat graf G (viz
tabule), pficemz:
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Véta

(Spernerovo lemma) KaZd4 triangulace ocislovanad vyse uvedenym
zplisobem musi obsahovat trojiuhelnicek jehoZ vrcholy maji Cisla 1,2, 3.

Dikaz.
Ke kazdé takto ocislované triangulaci mizeme definovat graf G (viz

tabule), pficemz:

@ jeho vrcholy jsou oblasti triangulace, vcetné vnéjsi (tento vrchol
oznacdime v)

@ vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jim odpovidajici oblasti
maji na hranici stranu 12 (viz obrazek).

Michael Kubesa (VSB TUO) Spernerovo lemma 5.2.2015 7/15



AL
1 2
L)
A A :
®
L]
®q A 2
A [ ]
¢ .
i ¢ A a\ =
3 .
q ° q 4
. e 7
a s
° qe
¢ ®
! !
1 1 YR 1
Michael Kubesa (VSB TUO)

’“/

Spernerovo lemma

Ay
5.2.2015

8/15



Z vyse uvedeného plyne:
«O> «Fr <« > > DA
~ Michael Kubesa (VBTUO) ~ Spernerovolemma 522015 9 /15




Z vyse uvedeného plyne:
o Ke kazdé triangulaci existuje graf G.
«O» «Fr «=)r «E)» = Q>
~ Michael Kubesa (VBTUO) ~ Spernerovolemma 522015 9 /15




Diikaz.

Z vyse uvedeného plyne:

o Ke kazdé triangulaci existuje graf G.

@ vrcholy odpovidajici trojihelnickim, kterym chybi 1 nebo 2, maji

stupen nula.
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Dikaz.
Z vyse uvedeného plyne:

o Ke kazdé triangulaci existuje graf G.

@ vrcholy odpovidajici trojihelnickim, kterym chybi 1 nebo 2, maji

stupen nula.

o trojlhelnicky, které obsahuji 1 i 2 jsou 112, 122 a 123.
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Diikaz.

Z vyse uvedeného plyne:

o Ke kazdé triangulaci existuje graf G.

@ vrcholy odpovidajici trojihelnickim, kterym chybi 1 nebo 2, maji
stupen nula.

o trojlhelnicky, které obsahuji 1 i 2 jsou 112, 122 a 123.

@ Vrcholy odpovidajici prvnim dvéma typim maji stupen 2 a vrchol
odpovidajici tfetimu typu ma stupen 1 (viz obrazek).
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Diikaz.

Z vyse uvedeného plyne:

Ke kazdé triangulaci existuje graf G.

vrcholy odpovidajici trojihelnickim, kterym chybi 1 nebo 2, maji
stupen nula.

trojuhelnicky, které obsahuji 1i 2 jsou 112, 122 a 123.

Vrcholy odpovidajici prvnim dvéma typim maji stupen 2 a vrchol
odpovidajici tfetimu typu ma stupen 1 (viz obrazek).

vrchol v ma lichy stupen (viz obrazek).
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Diikaz.

Z vyse uvedeného plyne:

o Ke kazdé triangulaci existuje graf G.

@ vrcholy odpovidajici trojihelnickim, kterym chybi 1 nebo 2, maji
stupen nula.

o trojlhelnicky, které obsahuji 1 i 2 jsou 112, 122 a 123.

@ Vrcholy odpovidajici prvnim dvéma typim maji stupen 2 a vrchol
odpovidajici tfetimu typu ma stupen 1 (viz obrazek).

@ vrchol v ma lichy stuperi (viz obrazek).

Predstavme si nyni, Ze mame spravné ocislovanou triangulaci a neobsahuje
trojahelnicéek 123.
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Diikaz.

Z vyse uvedeného plyne:

o Ke kazdé triangulaci existuje graf G.

@ vrcholy odpovidajici trojihelnickim, kterym chybi 1 nebo 2, maji
stupen nula.

o trojlhelnicky, které obsahuji 1 i 2 jsou 112, 122 a 123.

@ Vrcholy odpovidajici prvnim dvéma typim maji stupen 2 a vrchol
odpovidajici tfetimu typu ma stupen 1 (viz obrazek).

@ vrchol v ma lichy stuperi (viz obrazek).

Predstavme si nyni, Ze mame spravné ocislovanou triangulaci a neobsahuje
trojahelnicéek 123.

Potom méa ovSem odpovidajici graf G vrchol v lichého stupné a ostatni
vrcholy jsou stupné nula nebo dva.
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Tedy soucet vSech stupnd vrcholli v takovém grafu je liché cislo!
«O> «Fr <« > > DA
~ Michael Kubesa (VBTUO) ~ Spernerovolemma 522015 10/15




Dikaz.

Tedy soucet vSech stupnd vrcholli v takovém grafu je liché cislo!

Coz ovsem neni mozné, nebot v kazdém grafu je soucet vSech
stupiii vrcholti roven dvojnasobku poctu hran (kazdd hrana grafu
prinasi do souctu vsech stupnt dvojku).
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Dikaz.
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Coz ovsem neni mozné, nebot v kazdém grafu je soucet vSech
stupiii vrcholti roven dvojnasobku poctu hran (kazdd hrana grafu
prinasi do souctu vsech stupnt dvojku).

Zjistili jsem tedy, Ze k triangulaci, kterd nema trojihelnicek 123, neexistuje

graf G, z ¢ehozZ plyne, Ze neexistuje Zadna takova triangulace.
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Dikaz.

Tedy soucet vSech stupnd vrcholli v takovém grafu je liché cislo!

Coz ovsem neni mozné, nebot v kazdém grafu je soucet vSech
stupiii vrcholti roven dvojnasobku poctu hran (kazdd hrana grafu
prinasi do souctu vsech stupnt dvojku).

Zjistili jsem tedy, Ze k triangulaci, kterd nema trojihelnicek 123, neexistuje
graf G, z ¢ehozZ plyne, Ze neexistuje Zadna takova triangulace.

(existuje triangulace = existuje graf) je to samé, jako (neexistuje graf =
neexistuje triangulace).
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Dikaz.

Tedy soucet vSech stupnd vrcholli v takovém grafu je liché cislo!
Coz ovsem neni mozné, nebot v kazdém grafu je soucet vSech
stupiii vrcholti roven dvojnasobku poctu hran (kazdd hrana grafu

prinasi do souctu vsech stupnt dvojku).

Zjistili jsem tedy, Ze k triangulaci, kterd nema trojihelnicek 123, neexistuje
graf G, z ¢ehozZ plyne, Ze neexistuje Zadna takova triangulace.

(existuje triangulace = existuje graf) je to samé, jako (neexistuje graf =
neexistuje triangulace).

Proto kazda triangulace musi obsahovat trojahelnic¢ek 123.
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Véta
HRA nemize skoncit remizou.
Diikaz.

Hraci pole v HRE je vlastné triangulace obdélniku. Predstavme si, Ze hra
skondila remizou. Potom jsou v8echna pole obsazena bud prvnim ¢&i
druhym hracem, ovsem nikdo nevytvoril cestu mezi protilehlymi rohy.
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Véta
HRA nemize skoncit remizou.

Dikaz.

Hraci pole v HRE je vlastné triangulace obdélniku. P¥edstavme si, 7e hra
skondila remizou. Potom jsou v8echna pole obsazena bud prvnim ¢&i
druhym hracem, ovsem nikdo nevytvoril cestu mezi protilehlymi rohy.
Oznacme:

@ P-mnozinu vSech poli (vrcholi), které ziskal 1. hrac.
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jsou z P, oznac¢ime 1.
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@ Kazdy vrchol, do néjz vede cesta z vrcholu A a vSechny vrcholy cesty
jsou z P, oznac¢ime 1.

@ Kazdy vrchol, do néjz vede cesta z vrcholu B a vSechny vrcholy cesty
jsou z D, oznacime 2.
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@ Ostatni vrcholy jsou oznaceny 3.
«O> «Fr <« > > DA
~ Michael Kubesa (VSBTUO) ~ Spernerovolemma 522015 14 /15




@ Ostatni vrcholy jsou oznaceny 3.
Je zfejmé, Ze:
@ vrcholy C a D musi byt oznaceny 3.
«O» «Fr «=)r «E)» = Q>
~ Michael Kubesa (VSBTUO) ~ Spernerovolemma 522015 14 /15




Dukaz.

@ Ostatni vrcholy jsou oznaceny 3.
Je zrejmé, ze:
@ vrcholy C a D musi byt oznaceny 3.

@ hraci pole Ize "deformovat” na trojahelnik, ktery ma ocislovany
vrcholy dle predpisu ze Spernerova lemmatu (viz tabule).
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Dukaz.

@ Ostatni vrcholy jsou oznaceny 3.
Je zrejmé, ze:
@ vrcholy C a D musi byt oznaceny 3.

@ hraci pole Ize "deformovat” na trojahelnik, ktery ma ocislovany
vrcholy dle predpisu ze Spernerova lemmatu (viz tabule).

Triangulace tedy MUSi OBSAHOVAT A 123 !
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Dukaz.

@ Ostatni vrcholy jsou oznaceny 3.
Je zrejmé, ze:
@ vrcholy C a D musi byt oznaceny 3.

@ hraci pole Ize "deformovat” na trojahelnik, ktery ma ocislovany
vrcholy dle predpisu ze Spernerova lemmatu (viz tabule).

Triangulace tedy MUSi OBSAHOVAT A 123 !
To vSak neni mozné, nebot... (viz tabule)

Remiza ve HRE tudiZ neni mozna, nebot vede ke SPORU!
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Dékuji za pozornost!
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Dékuji za pozornost!

Nezapomen na otazku troubo!!! Minén Kubesa.
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Dékuji za pozornost!

Nezapomen na otazku troubo!!! Minén Kubesa.

Otazka: V roviné je 7 bodu, zadné 3 neleZi v primce. Tvofrite trojihelniky,
které maji vrcholy v zadanych bodech.
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Dékuji za pozornost!

Nezapomen na otazku troubo!!! Minén Kubesa.

Otazka: V roviné je 7 bodu, zadné 3 neleZi v primce. Tvofrite trojihelniky,
které maji vrcholy v zadanych bodech.

Kolik ruznych trojuhelniki umite vytvorit? Dva A povazujeme za
rizné, pokud se lisi v alespon jednom vrcholu.
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