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Motivační problém

Jak velkou část všech přirozených čísel tvoří sudá čísla?

Intuitivní odpověď:

1
2

Přirozených čísel i všech sudých čísel je nekonečně mnoho
(mohutnost obou těchto množin je ℵ0) a zlomek ∞∞ není definován.
Nemůžeme proto poměr počtu prvků množiny přirozených čísel a
počtu prvků množiny všech sudých čísel určit tímto způsobem.
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Motivační problém

Jak velkou část všech přirozených čísel tvoří sudá čísla?
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10 = 0, 5
Zdá se, že tato posloupnost čísel se limitně bude blížit jedné
polovině.
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Obecně, kolik sudých čísel je menších, nebo rovných danému n?
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Toto číslo nazýváme asymptotickou hustotou množiny sudých čísel.
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Zobecnění

Zjistili jsme:

A2 = {2k | k ∈ N}

⇒ d(A2) =
1
2

A3 = {3k | k ∈ N} ⇒ d(A3) =
1
3

...
Ac = {ck | k ∈ N} ⇒ d(Ac) =

1
c
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Motivační problém

Číslo n určitě nesmí ve svém kanonickém rozkladu obsahovat
prvočíslo 3 = 4 · 0+ 3 s lichou mocninou, aby bylo možné jej napsat
jako součet dvou druhých mocnin celých čísel.

⇓
Číslo n musí ve svém kanonickém rozkladu obsahovat prvočíslo 3 se
sudou mocninou (včetně nuly), aby bylo možné jej napsat jako
součet dvou druhých mocnin celých čísel.
Označíme-li množinu součtů dvou druhých mocnin celých čísel D,
pak

D ⊆ D3 = {32km | k ∈ N0;m ∈ N, 3 - m}

D ⊆ D7 = {72km | k ∈ N0;m ∈ N, 7 - m}

...

D ⊆ Dpi = {pi
2km | k ∈ N0;m ∈ N, pi - m}

Kde pi je i–té prvočíslo ve tvaru 4k + 3.
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Proto pro každé k ∈ N platí

∅ ⊆

D ⊆
k⋂

i=1

Dpi ,

kde Dpi = {pi
2km | k ∈ N0;m ∈ N, pi - m}.

Jestliže existují
asymptotické hustoty výše uvedených množin, pak platí

d(∅) ≤ d(D) ≤ d

(
k⋂

i=1

Dpi

)
.
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d(∅) ≤ d(D) ≤ d

(
k⋂

i=1

Dpi

)
.
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Asymptotická hustota množiny D3

D3 = {32km | k ∈ N0;m ∈ N, 3 - m}.

Označme

S0 = {30m | m ∈ N} ⇒ d(S0) = 1
L0 = {31m | m ∈ N} ⇒ d(L0) = 1

3

R0 = S0 − L0 ⇒ d(R0) = 1− 1
3
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Asymptotická hustota množiny D3

Protože D3 = {32km | k ∈ N0;m ∈ N, 3 - m}, pro každé r ∈ N
platí

r⋃
k=0

Rk ⊆ D3 ⊆
r⋃

k=0

Rk ∪ {32r+1m | m ∈ N}

r∑
k=0

(
1
32k −

1
32k+1

)
≤ d(D3) ≤

r∑
k=0

(
1
32k −

1
32k+1

)
+

1
32r+1

(
1− 1

3

) r∑
k=0

1
32k ≤ d(D3) ≤

(
1− 1

3

) r∑
k=0

1
32k +

1
32r+1
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(
1− 1

3

) r∑
k=0

1
32k ≤ d(D3) ≤

(
1− 1

3

) r∑
k=0

1
32k +

1
32r+1

Při r →∞(
1− 1

3

)
1

1− 1
32

≤ d(D3) ≤
(
1− 1

3

)
1

1− 1
32

+ 0

Odtud
d(D3) =

3
3+ 1

d(Dpi ) =
pi

pi + 1

.
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Asymptotická hustota množiny D
Dříve jsme odvodili:

d(∅) ≤ d(D) ≤ d

(
k⋂

i=1

Dpi

)
.

Dá se dokázat:

0 ≤ d(D) ≤
k∏

i=1

d(Dpi ).

0 ≤ d(D) ≤
k∏

i=1

pi

pi + 1
.

0 ≤ d(D) ≤ 0.
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