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Hlavolamy a grafy

Osnova



Cast 1.

Pojem grafu




Co neni (nas) graf ... Hiavolamy 3 grafy

Defil‘lice Osnova
Graf je dvojice mnoZin (V,E). V je neprazdna mnoZina Pojem grafu
o . s , v Vrcholy a hrany
vrcholii, E je mnoZina dvouprvkovych podmnoZin )
. Eulerovské grafy
mnOflny V. Grafova interpretace
Putovéni grafem
Ptiklady

Stavovy graf

Uloha s vinem

Barycentrické
soufadnice

Hanojské véze

Zavér




Hlavolamy a grafy

Co je graf?

Definice (pfeformulovana) Vrcholy a hrary
Graf je dvojice mnozin (V, E). V je mnoZina bodi v roving a
mnoZzina hran E obsahuje spojnice vrcholl v roving.




Graf je sikovny diky pfehlednému znazornéni. Hiavolamy a grafy

Vrcholy a hrany

» objekty — vrcholy
» objekty spolu souvisi — mezi vrcholy je hrana
» objekty spolu nesouvisi — mezi vrcholy neni hrana



Dalsi (jednoduché) pojmy Hiavolamy a grafy

Vrcholy a hrany

» Stupen vrcholu — poéet hran, které vychazeji z vrcholu.

» Tah v grafu — posloupnost vrcholi a hran, které na sebe
“navazuji”, Zadna hrana se neopakuje.
Naptiklad u,s,z,u, x, z.

» Souvisly graf — mezi kazdymi dvéma vrcholy v grafu
najdeme tah.



Cast 2.

Eulerovské grafy




Historie pojmu graf

Problém mostu mésta Kralovce 1736

Pruské m&sto Kralovec le#i na fece Pregole. Reka vytva¥i dva
ostrovy, které byly s méstem spojeny sedmi mosty.

Otazka

Mohu v8echny mosty pfejit tak, abych vstoupil na kazdy
most pouze jednou?

Hlavolamy a grafy

Vrcholy a hrany

Eulerovské grafy
Grafovd interpretace
Putovani grafem
P¥iklady

Barycentrické
soufadnice

Hanojské véze



Leonhard Euler Hlavolamy a grafy

L
°

Vrcholy a hrany

Eulerovské grafy
Grafova interpretace
Putovan grafem
Ptiklady

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA

Barycentrické
soufadnice

Leonhard Euler (1707-1783

) Hanojské véze

Problém byl vyfeSen Leonhardem Eulerem v roce 1736.
Euler dokazal, Ze to moZné neni.

Véta
Graf G Ize nakreslit jednim otev¥enym tahem pravé kdyZ G
Je souvisly a pravé dva vrcholy v G jsou lichého stupné.



Pteformulovani do Feti teorie grafii Ay a sy

Vrcholy a hrany

Grafovd interpretace
Putovani grafem
Ptiklady

Sestavime graf:
» vrcholy — oba b¥ehy a oba ostrovy eoaamee
L. .., Hanojské véze
» hrany — mosty, které brehy a ostrovy spojuji

Prochazka v grafu:
posloupnost vrcholi a hran, které na sebe navazuji.



Véta o kresleni jednim tahem Hiavolamy 2 grafy

Definice
Tah v grafu G je takova posloupnost vrcholii a hran

V07 V0V17 V17 V1V27 V27 ] Vn—lvna Vn7

Grafovd interpretace
kde v; jsou vrcholy grafu G a vjvjy1 jsou hrany grafu G a
Zadnd hrana se neopakuje. V cesté se neopakuji ani vrcholy.
Poc&et hran tahu nazveme délkou tahu/cesty vovy.

Definice

Eulerovsky tah je tah, ktery obsahuje vSechny hrany daného
grafu. Graf, ve kterém existuje eulerovsky tah se nazyvd
eulerovsky graf.

Véta
Graf G je moZno nakreslit jednim (uzavfenym) tahem, pravé
kdy? G je souvisly a vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Dikaz matematickou indukci vzhledem k poctu hran.



Prochazka Kralovcem neni mozna

Vidime ihned, uZitim Eulerovy véty.

Hlavolamy a grafy

Vrcholy a hrany

Grafovd interpretace
Putovani grafem
Piklady

Barycentrické
soufadnice

Hanojské véze



Hlavolamy a grafy

Myslenka diikazu
Indukei vzhledem k po¢tu hran (jen myslenka diikazu).

» Ziklad indukce:
Lze pouZit trividlni graf. Pro netrividlni souvisly graf G
je kazdy vrchol stupné alespoii 2. Nejmensi takovy graf
je cyklus C,. G je jisté€ mozno nakreslit jednim ST (i
uzavfenym tahem (prot¢?).

» Indukéni krok:
P¥edpokladejme, Ze kaZzdy souvisly graf s mén& neZ |E|
hranami je moZno nakreslit jednim uzavfenym tahem.
V G najdeme cyklus C (kaZzdy vrchol stupné alespoii 2).
V grafu G — C jsou vrcholy sudého stupné a nebo
izolované vrcholy. Pokud G — C neni souvisly, Ize
kaZdou jeho komponentu dle indukéniho ptedpokladu
nakreslit jednim tahem.
Nyni pfiddme do cyklu C uzavfeny tah pro kaZzdy vrchol
dalsi v;, ktery lezi v nékteré komponent&. Ziskdme
uzavfeny tah grafem G.

Podle principu matematické indukce je diikaz hotov.



Dalsi véta o kresleni jednim a vice tahy tahem Hiavolamy 2 grafy

Véta
Graf G Ize nakreslit jednim otevFenym tahem, pravé kdyZ G
Jje souvisly a pravé dva vrcholy v G jsou lichého stupné.

Grafovd interpretace

Véta
Graf G Ize nakreslit k otevienymi tahy, pravé kdyz G je
souvisly a pravé 2k vrcholi v G je lichého stupné.

DokaZi se jako disledek prvni véty.



Dalsi aplikace

Hlavolamy a grafy

Jednotazky

>
>
>

kdy jde obrazek nakreslit jednim tahem?
kdy nejde obrdzek nakreslit jednim tahem? Putovani grafem

kolika (minimaIn&) tahy jde obrazek nakreslit?

P¥iklady, kdy preferujeme “kresleni jednim tahem”

>

vV v v VY

uklizeni snéhu z ulic
vyvaZzeni odpadkd
roznaseni posty
vysSivan{

v teorii kédovani

Samoziejmé nékdy ma smysl fesit dlohy vice tahy.



PFikIady Hlavolamy a grafy

Jde nésledujici obrazek nakreslit jednim tahem?

Priklady

Anol!



PFikIady Hlavolamy a grafy

Jde nésledujici obrazek nakreslit jednim tahem?

Priklady

Nel



Cast 3.

Stavovy graf




Uloha s vinem

Mdme osmi litrovou nadobu s vinem a dvé prdzdné nadoby —
pétilitrovou a t¥ilitrovou. Rozd&lte osm litrli na Ctyfi a Ctyfi
litry jen s uZitim téchto nadob, bez pouZiti odmérky.

Ve zjednodu$ené verzi pouZito ve filmu Smrtonosnd past 3:
John McClain (Bruce Willis) a Zeus (Samuel L. Jackson)
musi odméFit 4 galony vody; maji k dispozici nddoby

o objemu tFi a pét galond.

Ulohu zformulujeme v ¥edi teorie grafi, vyfeSime,
zobecnime a zobecnénou dlohu také vyte$ime.

Hlavolamy a grafy

Vrcholy a hrany

interpretace

ani grafem

Uloha s vinem

Barycentrické

dnic




Hlavolamy a grafy

Stavovy graf

8 litru

3 litry 5 litru

Uloha s vinem

Je t¥eba vhodn& zvolit graf. Evidentn& nestadi.

Sestavime tzv. stavovy graf:
» kazdy vrchol reprezentuje p¥ipustné rozdéleni osmi litrl
do t¥ nadob
» hrany spoji dva vrcholy, pokud je moZno z jednoho
rozdéleni obdrZet ptelitim druhé rozdéleni a naopak

Orientované hrany, kdy je moZné pfeliti jen jednim smé&rem,
zavadét nebudeme.



Reseni ve stavovém grafu Hiavolamy 2 grafy

Dostaneme nasledujici graf a snadno najdeme FeSeni.

(6.2,0) 6,02

Uloha s vinem

> existuje n&kolik ¥eSeni (kolik?)

» nejkratsi na sedm preliti



Jiny postup — barycentrické soufadnice Hiavolamy 2 grafy

Zvolime v roviné libovolny trojihelnik A;AxAs.

Az (0,0,13) Az (0,0,3)

Barycentrické
ts soufadnice

Ap (81,0,0) Q (t1,t2,0) Az (0,22,0) A1 (41,0,0) Az (0,2,0)
P je hmotny stfed soustavy s hmotnostmi t1, tp, t3
ve vrcholech Ay, As, As.

Pro kazdy bod v roving mizeme zvolit vhodné (i zdporné)
hmotnosti t;, dostaneme barycentrické soutadnice.



Barycentrické souradnice Hiavolamy 2 grafy

Rozmistime-li do vrcholli A1, Az, A3 body o soudtu
hmotnosti t; + t» + t3 = k, dostaneme sit:

» vrcholy na obrazku maji celoéiselné soufadnice,

» hrana, jestlize se dvé soufadnice lisi o jednic¢ku.

Barycentrické
soufadnice

060 051 042 033 024 015

» Jak zobecnit pro vice bodi?

» Jak by vypadal graf pro ¢tyfmi celodiselné soufadnice?



August Mabius (1790 — 1868) AR & By

Vrcholy a hrany

Grafova interpretace
Putovani grafem
Ptiklady

Barycentrické
soufadnice

Barycentrické soutfadnice zavedl August Mobius, matematik Hanojskeé veze
a astronom.

Mobitiv Zeb¥ik



e Hlavolamy a grafy

Reseni uzitim barycentrickych soufadnic

Sestavime graf:
» vrcholy — body o celkové hmotnosti 8,

» hrany — dva vrcholy, jejichZ barycentrické souf¥adnice se
lisi o jedni¢ku ve dvou slozkach.

AVANN
5322];(]3 E)a“r%/;:j:itcrlcké
440 ‘Y‘Y‘Y‘. 404
AVAVAVAVA

BWATAYAVAVAVANN
RWAYAVATAYAVAVAR
FAVAVAVAVAVAVAVAYA

080 071 062 053 044 035 026 017

Prvni soufadnice odpovidd osmilitrové nadobég, druha
pétilitrové nddobé a t¥eti tF¥ilitrové nadobé.

Cervené hrany ohranituji oblast, kterd odpovidd omezenim
tlohy.



Reseni uzitim barycentrickych soufadnic Hiavolamy 2 grafy

008

080 071 062 053 044 035 026 017

Barycentrické
soufadnice

Cerveng — vychozi stav.
Modfe — hledané FeSeni.
Musime vzdy ptelit
» cely obsah jedné nadoby
» nebo dolit jinou nadobu do plna.

Pohybu po hrandch uvnitf &erveného oblasti “od kraje

ke kraji”.

Hleddme posloupnost &ar z ¢erveného vrcholu do modrého
vrcholu.



Kroky feSeni

Vyjdeme z vrcholu (800).
1.

No o RN

Hlavolamy a grafy

JYAVAVA

080 071 062 053 044 035 026 017

Barycentrické
soufadnice

naplnime pétilitrovou nadobu; p¥ejdeme do (350).

z 5-litrové naplnime 3-litrovou; pfejdeme do (323).
obsah 3-litrové do 8-litrové; pfejdeme do (620).

obsah 5-litrové do 3-litrové nadoby; ptejdeme do (602).
z 8-litrové 5-litrovou nadobu; p¥ejdeme do (152).

z 5-litrové odlijeme do 3-litrové 1litr; pfejdeme do (143).
obsah 3-litrové do 8-litrové nadoby; ptejdeme do (440).



Jiné problémy Ml a @ely
Pro¢ tak slozit&?
Hodi se pro sloZit&jsi problém!

%

Zméiite objem jedné nadoby tak, aby tloha neméla Feseni.

Barycentrické
soufadnice

080 071 062 053 044 035 026 017

Nemusime zkouSet rliznd &isla, z grafu s barycentrickymi
soufadnicemi uvidime hned: tfeba 8, 6 a 5 litrd.
Na zelenou “smy¢ku” neni mozné podle pravidel vstoupit!



Uloha hanojskych vézi i sy

Vrcholy a hrany

Grafova interpretace

Putovani grafem

P¥iklad

Barycentrické

soufadnic

Hanojské véze

Mame tfi koliky a sadu osmi diskii riznych velikosti. VSechny
disky jsou sefazeny podle velikosti na prvnim kilu. Ukolem je
premistit vSechny disky na jiny kil.

» VZdy se pFfesunuje pouze jeden disk,

» nikdy nesmi leZet vétsi disk na mensim.
Najdéte nejmensi mozny polet presuni, které jsou nutné
pro pfemisténi celé véZe.



Autor hlavolamu hanojskych vézi

Edouard Lucas (1842 — 1891)

Hlavolamy a grafy

Vrcholy a hrany

Grafovd interpretace
Putovani grafem
Ptiklady

Barycentrické
soufadnice

Hanojské véze



Grafova formulace — stavovy graf Hiavolamy 2 grafy

PY¥i YeSeni opét sestavime stavovy graf:
» vrcholy — kazdé rozmisténi diskli na kdly

» hrany — existuje regulérni tah mezi vrcholy

L]

Hanojské véze

L] L1

Uloha s jedinym diskem.



Grafova formulace — stavovy graf Hiavolamy 2 grafy

M Hanojské véze

LI L]
Uloha se dvéma disky.

Pro dva disky rozlisime tfi moznosti, kde lezi nejv&tsi disk.

Pro kazdou z nich zkopirujeme stavovy graf pro jeden disk.

P¥idame hrany, pokud miiZeme pFesunout nejvétsi disk.



Grafova formulace

(I P o B 0 N I A IV
Podobné pro tFi disky.

Hlavolamy a grafy

Osnova

Pojem grafu
Vrcholy a hrany

Eulerovské grafy
Grafova interpretace
Putovéni grafem
Ptiklady

Stavovy graf

Uloha s vinem

Barycentrické
soufadnice

Hanojské véze

Zavér



Grafova formulace




Mdame-li n diska, tak

v

vV v v Y

existuje 3”7 moZnych stavi
graf ma 3" moZnych stavi
v8echny disky na jednom kilu — “rohové” vrcholy grafu

nejrychlejsi ¥eSeni = nejkratsi cesta

vzdy nejméné 2" — 1 tahi

Hlavolamy a grafy

Hanojské véze



Dalsi aplikace Hlavolamy a grafy

» Problém obchodniho cestujiciho
» Jezdec na Sachovnici

» Domino na Sachovnici

» Triomino/tetramino na Sachovnici

Hanojské véze

Reklama:
web: http://homel.vsb.cz/ kovli6/ulohy
Google: “zajimavé ulohy”



Dékuji za pozornost.
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