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Kapitola 1

Uvod

Tento text byl zpracovén pro tcely Skoly matematického modelovani SKOMAM 2008 konané v
Ostravé ve dnech 19. 2. — 21. 2. 2007.

Predpoklddame, Ze studenti znaji pojem derivace, zdkladni pravidla pro derivovani a geometricky
vyznam derivace. Na nékolika piikladech si ukdZeme historicky vyvoj pojmu integral, provedeme
konstrukci Riemannova urcitého integralu, vysvétlime vztah mezi urcitym integralem a primitivn{
funkci, tzv. Newtonovu-Leibnizovu formuli, a probereme jednoduché geometrické aplikace.

Prezentované materiély jsou soucdsti multimedidlniho vyukového CD urceného pro vyuku ma-
tematické analyzy I v prvnim roéniku VSB-TU Ostrava. Toto CD obsahuje vyukovy text obohaceny
0 animace, interaktivni programy a testy. Vysvétleni dané problematiky je vzdy ndsledovano mnoz-
stvim feSenych piikladd, kontrolnich otdzek, nefeSenych piikladi a autotestd. Nékteré definice,
véty, pripadné piiklady jsou dynamicky ilustrovany pomoci animaci. VSechny materidly jsou volné
k dispozici na adrese www . am.vsb.cz/sarmanova/cd
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Kapitola 2

Urcity integral

2.1. Jak to vSechno zacalo

Chceme-li naznacit historicky vyvoj integralniho po¢tu, musime zacit od vypoctt obsahi a objemt.
Na nésledujicich strandch se pokusime ukazat, kam aZ sahaji kofeny dnes pouzivanych postupi
vypoctu.

Jiz ve starém Egypté byli nuceni vymérovat pole, tj. pocitat obsahy. Znali obsah ¢tverce, ob-

délniku, trojihelnika a tim i libovolného mnohothelnika. Mnohothelnik rozdélili na trojdhelniky, _

spocitali jejich obsahy a ty potom secetli. Uméli pocitat i objemy krychle, vélce nebo komolého
jehlanu se ¢tvercovou zdkladnou (pyramidy).

V okné:
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2.1.1. Recko

Rekové se snazili plochu neznimého obrazce vypoéitat pomoci obsahti mnohothelniki P, P,
... P,, kterymi obrazec ,,vyCerpavali“. Podstatou jejich pfistupu bylo to, Ze obsah tohoto mnoho-
thelniku snadno vypocitali tim, Ze jej rozloZili na vzijemné se nepiekryvajici trojihelniky. Obsah
mnohothelniku je pak roven souctu obsahil jednotlivych trojihelnikt. Tuto metodu, kterd byla
pozdéji nazvana exhaustivni, rozpracoval Eudoxos (asi 408-355 pfed n. L.).

Exhaustivni (vyCerpavaci) metoda umoziiuje jiz pomérné piesné vypocty obsahil a objemd a je
povaZovéana za genidlni pfedchiidkyni pozdé€jsich infinitezimalnich tvah. Zpocatku se exhaustivn{
metody vyuZivalo pouze k dikazim vét, ke kterym se doslo jinymi metodami.

Archimédes (asi 287-212 pied n. 1.) byl nejvétsim matematikem helénistického obdobi. Archi-
médovym nejvyznamnéj$im piinosem v matematice jsou véty o obsahu rovinnych ttvard a o objemu
téles. Archimédovy prace zabyvajici se obsahy, objemy a délkami jsou: Méreni kruhu, Kvadratura
paraboly, O kouli a vdlci, O spirdldch, O konoidech a sféroidech a Metoda.

Prvnich pét praci rozviji exhaustivni metodu, kterou Archimédes aplikoval na Sirokou Skalu
problémd, které jsou dnes typickymi aplikacemi integralniho poétu. Sestd préce, neznama do roku
1906, popisuje heuristickou infinitezimdlni metodu — metodu, pomoci niZ objevoval nové vysledky
dfive, nez je opatfil dikazem.

Archimédovy prace znamenaly obrovsky krok ve vypoctech obsahd a objemi. Pfi vypoctech
vSak vzdy vychazi z geometrickych vlastnosti dané plochy nebo télesa. To je charakteristické pro
celou dalsi etapu vyvoje vypoctu obsahu plochy. Pfi uréovani obsahti a objemt rtiznych ploch a
téles se vzdy vyuzivaly né€jaké charakteristické vlastnosti studovaného ttvaru. Nejednalo se tedy o
jednotny postup, ktery by se dal pouZit k ureni obsahu, pfip. objemu, libovolného dtvaru.
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2.1.2. Matematika v obdobi renesance

Po plodném obdobi fecké védy ve 2. stol. pf. n. . ndsledovalo mnoho stoleti stagnace védy, kdy se
obzvlasté v Evropé€ na poli matematiky nedélo nic. Teprve ve 12. a 13. stoleti se zacinaji prekladat
stard fecka dila Eukleida, Archiméda, Apollénia atd. Zacaly vznikat prvni univerzity. Ale teprve
v 16. stoleti se novodobd matematika dostdva nad rdmec fecké matematiky.

16. a 17. stoleti bylo renesanci kultury a védy, a tedy i matematiky. Popsat toto obdobi by bylo
tématem na samostatnou kapitolu. Pfipomefime jen jména nékterych matematiki, ktef{ se zabyvali
urcovanim obsahl a objemi a tim vyznamné pfispéli k dalsimu vyvoji diferencidlniho a integral-
niho poctu. Byli to Johann Kepler, Galileo Galilei, Bonaventura Cavalieri, John Wallis, Pierre de
Fermat, Blaise Pascal, Georg Riemann, Isaac Newton, Gottfried Leibniz, Augustin-Louis Cauchy, aj.

Johann Kepler (1571-1630) ve svém dile Novd stereometrie
vinnych sudit (1615) pocital objemy téles, které vznikly rotaci ¢asti
kuZelosecek kolem osy leZici v jejich roviné. Pfi svych vypoctech
postupoval metodou rozdélent télesa na nekone¢né mnoho nekonecné
malych ,.kusi®, jejichZ objem lze jednoduse uréit. PouZil tedy tivahu,
které se fikd infinitezimalni. Napf. pfi ur¢ovani objemu koule pfi zna-
mém povrchu rozdélil kouli na nekone¢né mnoho jehlant s vrcholy ve
stiedu koule a zdkladnou na povrchu koule a vy§kou rovnou poloméru
koule. Secetl objemy téchto jehland a dostal V = %S r,kde S = 4mr?
je povrch koule. Odtud ziskal objem koule V' = %nr3.

Jest€ znam¢éjsi je jeho urcovani obsahu kruhu. Kazdou z (neko-
necné malych) ¢4sti ohranicujici kruZnice povaZzuje za zdkladnu rov-
noramenného trojihelnika s vrcholem ve stfedu kruhu. Obsah kruhu
je pak roven souctu obsaht vSech takovych trojihelnikd. Pfedstavme
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Obr. 2.1: Keplertiv vypocet obsahu kruhu

si(viz obr. 2.1 a)), Ze kruZnice se stfedem S je rozvinuta do dsecky AC

(jeji délka je rovna obvodu o kruhu) tak, Ze polomér SA je k ni kolmy. Nekone¢né€ malému XY na
kruznici odpovida dilek X'Y’ natdsecce AC. Trojihelniky XY S, X'Y’S" maji vysku i zakladnu stejné
délky, a tedy maji stejny obsah (Kepler zde povazuje délku oblouku XY a délku jemu odpovidajici
useCky XY’ za stejné).

Tyto trojihelniky lze zaménit jinymi (viz obr. 2.1 b)), se stejnymi zdkladnami a vySkou, pficemz

,horni“ vrcholy vSech trojihelniki se posunou do stfedu kruznice S. Takto vzniklé trojihelniky maji
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stejné obsahy jako pivodni trojihelniky a dohromady vypliiuji trojihelnik ACS.
Obsah kruhu je tedy roven obsahu pravouhlého trojihelnika s odvésnami AC a AS, kde velikost
strany AC je rovna velikosti obvodu o kruhu. Odtud plyne

S=—ro=—r 2nr = .
2 2
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2.1.3. Pocatky infinitezimalniho poctu

Praci matematikt té doby ilustrujme na dile Pierra de Fermata (1601-
1665). Stejné jako vSichni matematikové této doby se i Fermat vénoval
kvadraturdm hyperbol a parabol zadanych rovnicemi y" = kx*", kde
m,n € N, k € R. UkaZme, jak Fermat postupoval pifi vypoctu obsahu
plochy ohranigené parabolou y = x2, osou x a pfimkou x = 1.

Obr. 2.2

Nejdiive zvolil libovolné Cislo ¢ € (0, 1) a sestrojil posloupnost

&sel 1, a, @2, 3, ... . Uvazovanou plochu pokryl nekone¢né mnoha

obdélniky s vySkami rovnymi funkénim hodnotdm funkce y = x2

v bodech 1,w, a2, a3, ..., tj. s vySkami 1,a%, ot af, ... a sitkami

Obsah
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l —o,a —a? a®> —a’,.... Soudet obsahi téchto obdélniki je

1(1—a)+a*(@—a?) +a*@—ad)+-- =
=l—a+?l-a)+a®l-a)+ - =1 -a)1 4+ +a®+...)=
l—« 1l -« 1

T1-@® (-a)(tatad) ltata?

JestliZe nyni zmenSujeme zaikladny obdélnick, tj. ¢islo « se pribliZuje
k ¢islu jedna, pak se podil 1 + ooz bude bliZitk 3 L.

Obdobné Fermat postupoval pri uréovani kvadratury paraboly y = x4 prop >0agqg > Ona
intervalu (0, b).

On i dal$i matematikové této doby jiZ tuSili, Ze existuje souvislost mezi derivovdnim a inte-
grovanim. Dokézat tuto souvislost se vSak podafilo az Issacu Newtonovi a Gottfriedu Wilhelmu
Leibnizovi, ktef{ jsou proto povaZovéni za zakladatele diferencidlniho a integrdlniho poctu. Neza-
visle na sob¢ a kazdy jinou cestou nalezli propojeni mezi integrovanim a derivovanim. Vybudovali

2%

ucelenou teorii, do které zahrnuli v§echny rozti{§téné objevy svych predchidcti.
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2.1.4. Newtonova-Leibnizova formule

Kli¢ovym prostfedkem ke konkrétnimu vypoctu urcitého integrélu je ndsledujici véta. Ta obsa-
huje formuli pojmenovanou podle dvou matematikd, ktefi se velkou mérou zaslouzili o vybudovani
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zdkladd diferencidlniho a integralniho poétu funkci jedné proménné — Newtona' a Leibnize?.

Véta 2.1 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu
(a, b) a necht F (x) je jeji primitivni funkce spojitd na (a, b). Pak plati, Ze

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a). (2.1)

F))yf—————— :

y = f(x) y=F) F(b) — F(a)

F(a)t—

Obr. 2.3: Newtonova-Leibnizova formule

1saac Newton (1643-1727) (&t njitn) — anglicky matematik, fyzik, mechanik a astronom. Polozil zdklady diferen-
cidlniho a integralniho poctu, ktery potieboval pro vybudovéni klasické mechaniky.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) (&ti lajbnyc) — némecky matematik, fyzik, filosof, vynalezce, pravnik,
historik a jazykovédec. Polozil zdklady diferencidlniho a integrdlniho poctu.
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Animace ‘Q{

K lepSimu pochopeni Newtonovy-Leibnizovy formule slouZi nasledujici | animace.

Poznamka 2.2.

1. Prorozdil F(b) — F(a) se vzilo oznaCeni [ F (x)]z, takZe rovnost (2.4) obvykle zapisujeme jako Obsah |
b
14. strana ze 44
| e =treor. Eieeed]
: LIRINAN]
2. Na obr. 2.3 je zndzornéna Newtonova-Leibnizova formule geometricky. Integral fab f(x)dx je * | »

roven piirastku primitivni funkce F(x) na intervalu (a, b) (obé funkce mohou byt definovany na
Sir§im intervalu, nez je (a, b), jako je tomu napf. v tomto piipadé€). VSimnéte si, Ze disledkem
toho, Ze v tomto piipadé je f(x) kladnd, je, Ze primitivni funkce F(x) je rostouci. Plati totiz
F’'(x) = f(x) > 0 a z diferencidlniho poctu vime, Ze kladna derivace na intervalu znamen4,
Ze funkce F(x) roste. To je ve shod€ s ndzorem, ktery nadm fikd, Ze pfi zafixované dolni mezi a
a zvetsujici se horni mezi b se plocha pod grafem musi zvétSovat, tj. F(x) musi rdst, aby se
zvétsoval pfirastek F(b) — F(a).

P 2 B “ ey . . e Zavrit dokument
Nyni nastal ¢as, abychom si upfesnili v§echny pojmy, o nichZ jsme doposud mluvili. Zavedeme

pojem primitivni funkce a uréity integral. i
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2.2. Primitivni funkce

Zabyvejme se nyni dlohou, kterd je v jistém smyslu inverzni k derivovani. K zadané funkci f
hleddme funkci F takovou, aby platilo F' = f. Ptdme se tedy, jakou funkci je nutné derivovat,
abychom dostali zadanou funkci f. Tj.

e Ze znalosti smérnic tecen ke grafu funkce f chceme najit tuto funkci f.
e Ze znalosti okamzité rychlosti bodu chceme zjistit polohu tohoto bodu.

e Ze znalosti okamzitého zrychleni bodu chceme urcit jeho okamzitou rychlost.

Definice 2.3. Necht funkce f je definovana na otevieném intervalu (a, b) (a, b € R*, a < b). Pak
funkei F, pro kterou plati F'(x) = f(x) pro kazdé x € (a, b), nazyvame primitivni funkci k funkci
f na intervalu (a, b).

Chceme napf. najit néjakou primitivni funkci k funkci f: y = cosx, x € R. Neni t€Zké
uhodnout, Ze takova funkce je napt. F'(x) = sinx, protoZe (sinx)’ = cos x. Ale také napt. F(x) =
= sinx + 5 je primitivn{ funkcf, protoZe (sinx 4+ 5)" = cos x. Obecné F(x) = sinx +c,kdec € R
je primitivni funkce k funkci f.

Grafy jednotlivych primitivnich funkci jsou posunuty ve sméru osy y. Pro pevné zvolené x jsou
teCny ke grafim funkci F(x) + ¢ v bodech [x, F(x) + ¢] pro lib. ¢ € R navzdjem rovnobézné, tj.
maji stejné smérnice.

Véta 2.4. Je-li funkce F primitivni funkci k funkci f na otevieném intervalu (a, b), tvori funkce
definované predpisy F (x) + c, kde ¢ € R, prdvé vsechny primitivni funkce k funkci f na intervalu
(a, b).

Obsah
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y=Fx)+2,5
y=Fx)+1,5

y = F(x) =sinx
yd x

y=Fkx)—-1,4

ANAN

Obr. 2.4: Primitivni funkce k funkci cos x

K dané funkci f tedy existuje nekone¢né mnoho primitivnich funkci, které se navzdjem ,lisi o
konstantu®, tj. je-1i F primitivni funkce k f, pak mnozina vSech primitivnich funkci k f je mnozina
{F + c, c € R}. Jinymi slovy, jsou-li funkce Fj, F, primitivnimi funkcemi k funkci f na intervalu
(a, b), potom je jejich rozdil F; — F, konstantni funkce.

Oznaceni: Je-1i F primitivni funkci k funkci f, piSeme

F(x) = /f(x)dx
a mluvime o neurcitém integrdlu funkce f.
Toto oznaleni vychézi z historickych divodd — znameni [ vzniklo modifikaci velkého ,,S*.

Pfi vypoctech vSak vznik4 problém, kterou z primitivnich funkci takto oznacime. Neni dost
dobrfe mozné vybrat z mnoziny primitivnich funkci néjakého ,,vhodného reprezentanta®. Domluvme
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se tedy, Ze symbol [ f(x)dx zna¢i n€kterou z primitivnich funkei k funkei f (kazdou dalsi bychom
dostali prictenim vhodné konstanty). Stavé se tedy, Ze pouZijeme-li pfi vypoctu konkrétniho neurci-
tého integralu rizné metody, dostdvame rizné vysledky (rizné primitivni fukce). Tyto vysledky se
v8ak musi liSit o konstantu.

Jesté poznamenejme, Ze mluvime-li o primitivni funkci, mdme vZdy na mysli i néjaky otevieny
interval, na ném? je tato funkce definovéana.

Véta2.5. Je-li [ spojitd na intervalu (a, b), pak na tomto intervalu existuje alespori jedna primitivni

funkce k funkci f.

Déle si uvédomme, Ze kazd4 primitivni funkce je spojitd. To plyne pfimo z definice primitivn{
funkce: F je primitivni funkci k f na intervalu (a, b), jestlize pro vSechna x € (a, b) plati F'(x) =
= f(x). Tedy F m4 vlastni derivaci v§ude na (a, b) a je proto na tomto intervalu spojita.
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2.3. Konstrukce urcitého integralu

Nez popiSeme formdln€ obecnou konstrukci urcitého integralu, vysvétlime si na geometrickém
pfiklad€ myslenku, kterd k této na prvni pohled ponékud komplikované konstrukci vede. Podobnych
motivacnich dloh, pochazejicich z geometrie, fyziky a dalSich technickych oborti, bychom mohli
uvést mnoho.

Geometricka motivace

Predstavme si, Ze mdme nezdpornou ohrani¢enou funkci f (x), definovanou na intervalu (a, b), kterd
je pro jednoduchost spojita. Graf této funkce spolecné se dvéma svislymi piimkami x =aax = b
a osou x ohranicuje jisty rovinny obrazec P — viz obr. 2.5 a). Nasim tkolem je urcit jeho obsah.

Oznacime-li obsah n&jaké mnoziny A C R? symbolem m,(A) (m od slova mira, dvojka v
indexu, protoZe jednotkami jsou délkové jednotky na druhou, napf. cm?), rozhodné by obsah mél
mit ndsledujici vlastnosti:

e Je to nezdporné &islo, tj. my(A) = 0.

e Rozdélime-li mnoZinu A na dvé disjunktni ¢asti Ba C,tj. A= BUC, BNC = {, je obsah A
roven souctu obsaht B a C, tj. my(A) = my(B) + my(C).

e Obsah obdélniku O o velikostech stran a a b je roven &islu ab, tj. my(O) = ab.
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y=r () y=r ()

P3.

x // ; x
a b a=x0| & x1 & x2 & |x3=0b
a) b)

Obr. 2.5: Vypocet obsahu rovinné mnoZiny

Navrhneme zptisob, jak by se dalo pfi ureni obsahu mnoZiny P postupovat — viz obr. 2.5 b).

1. Rozdélime mnoZinu P rovnobézkami s osou y na ,,pdsky* (na obrdazku 2.5 b) jsou tfi, oznacené
Pl, Pz a P3) Bude platit

my(P) = my(Py) +my(Pp) + ma(P3).

2. Spocitame obsahy jednotlivych ,,paski‘. To v§ak bohuzZel obecné neumime, nebot’ ze tff stran jsou
ohranicené sice useckami, ale ze ¢tvrté grafem funkce f(x). Udéldme to tedy priblizné. Uvniti
zékladny kazdého ,,pasku‘ zvolime bod (na nasem obrazku jsou oznacené postupné &, &, a &3),
vypocteme v ném funkéni hodnotu a v této vysce ho zarovndme rovnobézkou s osou x na obdélnik.
Tim se samoziejmé dopustime urcité chyby — nékde obdélnik ,,pasek* presahuje, nékde ho zase
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nepokryva. Pfi oznaceni z obr. 2.5 b) dostaneme pfibliznou hodnotu obsahu mnoziny P:

my(P) = (x1 —x0) f(§1) + (x2 — x1) f(&2) + (x3 — x2) f(£3). 2.2

(Uvédomte si, Ze x; — xg je délka zdkladny prvniho obdélniku, f(&;) je jeho vyska atd.)
3. U ,,rozumnych® funkei 1ze predpokladat, ze ¢im vice ,,paski* udélame a ¢im budou uZzsi, tim
mensi bude chyba, které se dopustime nahrazenim obdélnikl za ,,pasky“. Provedeme-li tedy Obsah |

jakysi limitni prechod, tj. budeme-li neomezené zvétSovat pocet ,,paskli* a soucasné je zuzovat,
méla by se priblizna hodnota (dana souctem ploch obdélnikl) ¢im dal vic priblizovat k presné

hodnoté obsahu m,(P). Zda se tedy, Ze pfi feSeni této ulohy bude uzitecné vySetfovat soucty Mﬂﬁﬂ
majici tvar pravé strany (2.2), kde ov§em pocet séitancti bude neomezené nartstat. * | >
Nejprve zavedeme né&kolik potfebnych pojmi a oznaden,
abychom mohli definovat ur€ity integral. y
v . 4. P ooy 2 y = M
Uvazujme funkci f (x), ktera je definovana na ohraniceném uza- = f(x)

vieném intervalu {(a, b) a kterd je na tomto intervalu ohranicend.
Museji tedy existovat konstanty m a M takové, Ze pro vSechna

x € {(a,b) plati m < f(x) < M . Graf funkce je tedy uzavien \y

v obdélniku, jehoZ strany jsou uréeny piimkami x = a, x = b, y=m
y=may = M — viz obr. 2.6. (Studenti Casto zapominaji na pied- X =a x=b Zaviit dokument
poklad ohranicenosti, ktery je pro nasi konstrukci ur¢itého integralu
. Obr. 2.6 Konec
podstatny.) 2 &k
Cela obrazovka/ Okno |
V okné:
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Integralni soucet

1. Posloupnost xg < x1 < -+ < x,_1 < x5, n € N, kde xo = a a x, = b, nazveme délenim
intervalu (a, b). Déleni budeme znacit pismenem D. Interval (a, b) tedy bude rozdélen na n
intervald (xg, x1), (X1, X2),. .., (Xu_1, X»), kterym Fikdme intervaly d€leni D.

2. Normou déleni D nazveme Cislo

max{x; — Xo, X2 — X1, ..., Xy — Xn—1}, — "
. Strana ze
které budeme znacit v(D). Toto ¢islo nam Fikd, jakd je délka nejvétsiho intervalu déleni. (Sa- M ﬂ ﬁ ﬂ
moziejmé intervald s touto maximalni délkou miZe byt vic; zejména vSechny intervaly mohou - >
byt napt. stejné dlouhé — tzv. ekvidistantni déleni.) Norma tudiZ charakterizuje, jak jemné je 4 J

déleni D.

‘s\ y=fx) —
N\ /
\ X1 szz/// X

Xn-1én Xp=0b
Zavrit dokument

Konec

a=xp & x1 & x2

dl

Obr. 2.7: Znédzornéni integralniho souctu

3. V kazdém intervalu déleni D vybereme jeden bod. Oznacime-li bod vybrany v i-tém intervalu

. . . Cela obrazovka/Okno |
(xi—1,x;),i =1,...,n,n € N, pilsmenem &;, bude platit /
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Mnozinu & = {&1, &, ..., &,} t€chto bodl nazveme vybérem reprezentantui déleni D.

. Je-1i D dé€len{ intervalu (a, b) a & vybér reprezentantid tohoto déleni, definujeme integrdlni soucet
L (f, D, &) odpovidajici funkci f, déleni D a vybéru reprezentantii = vztahem

S, D, E) =) fE) (i —xio),
i=1
resp. rozepiSeme-li sumu,
SL(f, D, E) = fE1)(x1 —x0) + f(&)(x2 —x1) + - + f(En) (xn — Xn—1)-

Geometricky vyznam integralniho souctu je zndzornén na obr. 2.8. Vlastné jde o soucet ploch
obdélnikii s délkami zakladen x; — x;_; a vyskami f(&;),kdei =1, ..., n, n € N. Pochopitelné
pokud je f (&) < 0, je prispévek daného obdélniku zaporny. Integralni soucet kromé funkce f
zavisi rovnéz na konkrétnim déleni a jeho vybéru reprezentant.

—

s\ y=fx) /
\ 5 N E,x///

\/xn—l E'n Xp=D>b

~——

a=x9 § x1 & x2

Obr. 2.8: Zndzornéni integrilniho souctu
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- o x*
Animace d

Pro lepsi predstavu a pochopeni pojmu integralni soucet slouzi nasledujici animace. Ta zobrazuje
vytvéfeni integralnich soucti funkce sinx na intervalu (a, b), —10 < a < b < 10. Tyto meze je
mozné v uvedeném rozsahu zvolit. PouZije se ekvidistantni déleni o normé (b — a)/n, kde Cislo n je
rovnéz mozné zvolit. Hodnota integralniho souctu pak jesté zdvisi na volbé vybéru reprezentantd.
Animace znazormiuje Ctyfi takové volby — levé konce délicich intervalli, pravé konce délicich
intervald, stfedy dé€licich intervalli a ndhodné vybrané zastupce délicich intervald. Animaci spustite

stisknutim nésledujiciho tlacitka:

V okné:




Urcity integrdl 24

Nyni jiZ mtiizeme vyslovit definici uréitého integralu.

Definice 2.6. Necht' f (x) je funkce, ktera je definovand a ohranic¢end na ohrani¢eném a uzavieném
intervalu (a, b), a < b.

Rekneme, e funkce f (x) je integrovatelnd neboli e ma urcity integrdl na intervalu (a, b), jestlize
existuje ¢islo / € R s nasledujici vlastnosti:

K libovolnému ¢islu ¢ > 0 Ize nalézt ¢islo 6 > 0 tak, Ze pro libovolné d€leni D intervalu
(a, b) takové, ze v(D) < 8, a pro libovolny vybér reprezentanti = tohoto déleni plati
|Z(f. D, B)—1| <e.

Cislo I pak nazyvame hodnotou uréitého integralu a piSeme

b
/ fx)dx = 1. (2.3)

Cislo a nazyvame dolni mez, ¢islo b horni mez, interval (a, b) integracni obor a funkci f integrand.
Horni a dolni mez nazyvame spolecné integracni meze.

Néazorny vyznam predchozi definice je ndasledujici: Vytvaiime-li integrdlni soucty pro ¢im
dél jemnéjsi déleni intervalu (a, b), pak se (pfi libovolnych vybérech reprezentantd) hodnoty
L (f, D, &) ,ustaluji“ kolem cisla /. Pokud tomu tak neni (integralni soucty ,,osciluji“ i pro
velmi jemna déleni), funkce na intervalu (a, b) urcity integral nema.

V okné:
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Poznamka 2.7.

1. Snadno se ukdze, Ze pokud ¢islo 1 s vlastnosti uvedenou v pfedchozi definici existuje, je jediné.
o b : = A s .
Urcity integral fa f(x) dx je tudiz definovédn jednoznacné.

2. Integral z definice 2.6 se nazyva Riemanniiv'. Ukazuje se, Ze tento integrdl nemd zcela idedlni
vlastnosti a pro nékteré teoretictéjsi ivahy jsou vhodné jiné, obecnéjsi, ale slozitéjsi konstrukce.
Takovych konstrukef existuje celd fada. Nejvétsi vyznam a rozsifeni md asi Lebesgueiiv? integral.
Nejobecnéjsi v tomto sméru je asi Henstockuv-Kurzweiliiv integral. Pro béZné potieby inZenyri
je vSak Riemanntyv integral zcela dostacujici.

3. Casto se Riemanndv integrdl zavadi jinym zpisobem. Misto integralnich souctd se pouZzivaji
horni a doln{ soucty. Lze ukdzat, Ze obé definice jsou ekvivalentni).

2.4. Vypocet urcitého integralu — Newtonova-Leibnizova formule

Nyni, kdyZ uZ zndme pojem primitivni funkce a urcity integral, mtiZzeme se pustit do konkrétnich
vypoc¢ti pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule. Jesté jednou si ji pfipomerime:

LGeorg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) (&ti riman) — vynikajici némecky matematik. Zabyval se teorif
funkci, geometrii, matematickou a teoretickou fyzikou a diferencidlnimi rovnicemi. Jeden z nejvétsich matematiki vsech
matematickych problémau.

2Henri Leon Lebesgue (1875-1941) (cti lebeg) — vyznamny francouzsky matematik. Zabyval se teorii funkci a
integrdlu. Jim zavedend mira a integral vyznamné ovlivnily moderni matematiku.
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Véta 2.8 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu
(a, b) a necht F(x) je jeji primitivni funkce spojitd na (a, b). Pak plati, Ze

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a). (2.4)

Par priklada

2 1 2
/x2dx=[—x3] =§—1=z.
1 3 , 3 3 3

4 4 x3/2 4 9
/0 ﬁdx=/0 x'?dx = [3/—2](): [gx/x_3]

4

2 16

=VH—0=—.
. 3 3

/ sinudu =[—cosul]; = —cosw — (—cos0) = —(=1)+1=2.
0

V okné:
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Kapitola 3

Geometrické aplikace urcitého integralu

Vsimneme si vypoctu délek, obsahi a objemtl. Kazdy z vds ma uréité predstavu, co tyto pojmy zna-
menaji pro nékteré jednoduché dtvary. Napt. délka tsecky nebo kruZnice, obsah ¢tverce, obdélniku,
lichobéZniku nebo kulové plochy, objem kvédru, kuZzele nebo koule atd. Podobné asi méte intuitivni
predstavu, co je to délka napf. néjaké prostorové spirdly a dokdZete si pfedstavit, jak by se zméfila
priloZenim ohebného krej¢ovského metru. Obdobné mate jisté predstavu, Ze napr. elipsa ma néjaky
obsah, i kdyZ tfeba nevite, jak by se ur¢il. Pokud bychom se vSak zeptali, jaka je tfeba délka mnoZiny
raciondlnich ¢isel lezicich mezi nulou a jednickou, asi byste s odpoveédi hodné vahali. Potiz je v tom,
Ze pojmy délka, obsah a objem nebyly nijak precizné zavedeny.

Vzhledem k rozsahu této prednasky neni moZné potfebné pojmy piesné zavadét. Slo by o
pomérné komplikovany a rozséhly vyklad z teorie miry a dalSich ndro¢nych matematickych partii.
Pro nase potfeby se bez téchto preciznich matematickych definic obejdeme, jelikoZ se omezime na
jednoduché objekty, u nichZ bude intuitivné jasné, Ze maji néjakou délku, obsah resp. objem. Nize

Obsah
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uvedené vzorce ndm feknou, jak se potfebnd hodnota urci.

Je-li A mnoZina, oznac¢ime ji pfisluSnou hodnotu m(A), kde pismeno m pfipomind slovo ,,mira®.
Musime vSak rozliSit, zda jde o délku, obsah nebo objem. K tomu pouzijeme index, ktery odpovida
tomu, v jakych jednotkdch (délkovych, plosnych, objemovych) se dand veli¢ina méfi. Tedy m; (A)
bude znacit délku, m;(A) obsah a m3(A) objem mnoziny A (pokud ma4 prislusnd velic¢ina pro danou
mnoZinu A rozumny smysl — u kiivek budeme pocitat délku, u ploch obsah a u téles objem; avSak
co je to kiivka, plocha resp. téleso chdpeme pouze intuitivné, presné definice nemame k dispozici).

3.1. Obsah rovinné mnoziny

vvvvvv

urcitého integrdlu. PouZili jsme ho také jako hlavni motivaci.
Necht’ f(x) je nezdpornd funkce definovand na ohraniceném uzavieném intervalu (a, b). Mno-
Zina v roviné definovand vztahem

A={(x,») eR|aSx<h 0Sy< f(x)

se obvykle nazyva podgrafem funkce f(x) naintervalu {a, b). Vlastné jde o mnozinu bodu v roving,
ktera je ohrani¢end osou x, rovnobézkami s osou y o rovnicich x = a a x = b a grafem funkce f(x).
Funkce nemusi byt spojitd — viz obr. 3.1 a).
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y
y=f()7
y
= Zb
=1 0 = -
JAVA A :
A y =g(x)
x —C
a b x=a Y=7¢ +_p
a) b)

Obr. 3.1: Vypocet obsahu mnoZiny

Véta 3.1. Necht funkce f(x) je integrovatelnd na intervalu {(a, b) a je zde nezdpornd. Pak pro
obsah mnoZiny A plati:

b
mg(A):/ f(x)dx. (3.1)

Zdtraznéme, Ze funkce musi byt na intervalu (a, b) nezdpornd. Je vSak celkem zfejmé, Ze pro
funkci f(x), kterd je naopak nekladnd, bude integral fab f(x) dx roven obsahu mnoZiny omezené
grafem funkce f(x), osou x a pfimkami x = a a x = b (lezici tentokrdt pod osou x), avSak
opatfenému znaménkem minus. K dikazu staci zaménit f(x) funkci — f(x), ktera bude nezdporna
(mnoZina A se preklopi kolem osy x), a vytknout ¢islo —1.
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Z predchozi tivahy a aditivity ur¢itého integralu vzhle-
dem k integranimu oboru vyplyvé, Ze v obecném pii-
padé€, kdy funkce f(x) mize libovolné ménit znaménko,
je fab f (x) dx ndzorné fe€eno roven ploSe omezené grafem
funkce f(x), osou x a pfimkami x = a a x = b, priCemz
¢asti lezici nad osou x se berou kladné, zatimco Casti lezici
pod osou x se berou zaporné — viz obr. 3.2.

y=fx /‘\
TudiZ napf. z tvaru grafu funkce sinus resp. ko-

sinus je zfejmé, Ze musi platit fozn sinxdx =0 resp. Obr. 3.2

fozn cos x dx = 0. Nakreslete si piislu$né obrazky.
Ptedchozi vétu 3.1 Ize snadno zobecnit na piipad mno-
Ziny zndzornéné na obr. 3.1 b). Pfedpoklddejme, Ze graf
funkce f(x) lezi na intervalu (a, b) nad grafem funkce g(x) (pfipousti se i rovnost, tj. musi byt
g(x) £ f(x)). Ozna¢me

B={(x,y) eR*|a<x<bh g) Sy < f0)

Jde tedy o mnoZinu ohrani¢enou pifimkami x = a a x = b a dvojici grafi funkci. Nékdy se pro ni
pouziva ndzev krivocary obdélnik nebo krivocary lichobéZnik.

Véta 3.2. Necht funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na intervalu {a, b) a plati g(x) < f(x)
pro kazdé x € (a, b). Pak pro obsah mnoZiny B plati:

b
mz(B)=/ Lf(x) —g(x)]dx. (3.2)

Obsah
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Platnost vzorce je celkem zfejma. Staci mnoZinu B posunout o vhodnou konstantu nahoru tak,
aby funkce g(x) + ¢ (a tudiz samoziejmé i funkce f(x) + c) byla na intervalu (a, b) nezdpornd.
To je urcité mozné, protoze funkce g(x) je integrovatelnd, a tedy i zdola ohrani¢end. Obsah se tim
nezmeéni. Pfimka y = —c v obr. 3.1 b) pak hraje roli nové osy x.

Nyni je jasné, Ze posunutd mnozina B je mnozZinovym rozdilem podgrafu funkce f(x) + ¢ a
podgrafu funkce g(x) + ¢ (je Srafovan). Jeji obsah bude proto rozdilem obsaht téchto podgrafi.
Tedy my(B) = [/[f(x) + cldx — [[g(x) + cldx = [[f(x) — g(x)]dx. V&ta 3.1 je specidlnim
pfipadem pro g(x) = 0.

V okné:
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Priklad 3.3. Vypoctéte obsah mnoZziny K ohranicené grafy funkci g: y = x> + x — 3 @
af:y=—x*—2x+2.

Reseni. U piikladi tohoto typu se asto neobejdeme bez nacrtku. Nejprve musime urit meze. K
tomu musime najit priseciky grafi zadanych funkcf, tj. musime fesit rovnici f(x) = g(x). V naSem
pfipadé je x> + x — 3 = —x? — 2x + 2, odkud

5
22 4+3x=5=0 = x;,= _34i7 = {_5’
ProtoZe jde o kvadratické funkce, grafy jsou paraboly. Podle
znaménka u x? rozhodneme, kterd parabola je otodeni nahoru
a kterd dold. Vysledek je na obr. 3.3. Na intervalu (—5/2, 1)
je skute¢né f(x) = g(x). Pokud by tomu tak nebylo, museli
bychom ve vzorci (3.2) funkce prohodit.

g:y=x>+x-3

Obr. 3.3
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Pro obsah mnoZiny K tudiz plati:

1
my(K) = /5/2[(—)62 —2x4+2)— (x2+x— 3)] dx =

1
=/ (=2x* = 3x +5)dx =
-5/2

2 , 3 :
=[——x3——x2+5x] =
3 2 -5/2

_ 2 3 45 250 75 25\ 343
S\ 3 2 24 8 2) 24°a
Na zdkladni a stfedni $kole jste se sezndmili se vzorci pro délku kruZnice, obsah kruhu a kulové

plochy a objem koule. Vzhledem k aparatu, ktery jste méli k dispozici, jste nemohli tyto vzorce
pochopitelné dokdzat. Nyni si tyto vzorce postupné dokdZeme. Prvni na fadé bude obsah kruhu.

V okné:
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Priklad 3.4. Vypoctéte obsah kruhu K o poloméru » > 0.

g

Reseni. Stted kruhu si umistime do poc¢atku, na obsah to nem4 vliv. Rovnice hrani¢ni kruZnice pak je

x2 4 y? = r2. Odtud mdme y = £+/r2 — x2. Oznacime si f(x) = v/r2 —x2ag(x) = —+/r2 — x2,

x € (—r, r) — viz obr. 3.4. Pro obsah kruhu tudiZ plati

r

mz(K)Z/ [f(X)—g(X)]dx:/

PouZijeme substituéni metodu. Zvolime ¢(t) = rsint, tudiz
x = rsint. Funkce sint zobrazuje prosté interval (—mx/2, /2) na
interval (—1, 1), takZe funkce ¢(¢) zobrazi interval (—m /2, /2) na
interval (—r, r). Pro hledanou hodnotu m;(K') tedy dostaneme

X =rsint

mz(K):2/ Vr? —x2dx = | dx =rcostdt =

—r'\»—%, r~ I

%
/2
=2/ V12 —r2sin?t -rcostdt =
—1/2

m/2
=2/ r|cost|-rcostdt =
—n/2

/2 7/2
2 2 2 1 2
=2r cos“tdt =2r 5(1—|—C082l‘)d[=r r+

/2 m/2

_ooffm  sinm) [/ w osin(=m)\| =,
(5 )- (3o -

[m_(_m)]dxzz/_imdx.

e
AN

2

sin Zt} /2

—m/2
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Pfi dpravé jsme vyuzili toho, Ze na intervalu (—1t/2, t/2) je cost = 0.

Vzhledem k symetrii bylo rovnéZ mozné urcit obsah ¢tvrtiny kruhu v prvnim kvadrantu a
vysledek vyndsobit ¢tyfmi. Dolni ohranicujici funkce by byla g(x) = 0 a integracni obor by byl
(0, r), tedy my(K) =4 [ +/r> — x2dx. A

3.2. Objem rotacniho télesa a obsah plasté rotacniho télesa

Uvazujme spojitou nezapornou funkci f(x), kterd je definovand na intervalu (a, b). Ta ndm urci
ktivocary obdélnik (podgraf funkce f)

P={(x,yeR|aSx<h 0Sy< f(0) (3.3)

Rotaci kolem osy x vznikne rotacni téleso V. — obr. 3.5. Povrch tohoto télesa je tvoten pldstém Q
a dvéma postrannimi kruhy. Cilem je vypocitat objem rotac¢niho télesa V a obsah jeho plasté Q.

V okné:
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Obr. 3.5: Rotacni téleso

Animace ﬂ

Pro ziskan{ lepsi prostorové predstavy, jak vznika rotacni téleso, slouzi nasledujici dvé animace:

animace 1 animace 2|

Pro objem rota¢niho télesa plati nasledujici véta:

Véta 3.5. Necht funkce f(x) je spojitd a nezdpornd na intervalu {a, b). Pak pro objem rotacniho
télesa V, které vznikne rotact kiivocarého obdélniku P daného vztahem (3.3), plati:

b
m3(V) =m / £2(x) dx. (3.4)

V okné:
V piipadé obsahu plasté nestaci predpokladat spojitost funkce f(x), pfedpoklady na tuto funkci
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je tieba zesilit, aby existovala dvourozmérnd mira plasté. Plati tato véta:

Véta 3.6. Necht funkce f(x) je nezdpornd na intervalu (a, b) a md zde spojitou derivaci. Pak
pro obsah pldste Q rotacniho télesa V, které vznikne rotaci kiivocarého obdélniku P daného
vztahem (3.3), plati:

b
my(Q) = 2x / FOVIF I MPdx. (3.5)

Vv,

Chceme-li urcit obsah celého povrchu, staci k obsahu plasté pficist obsah obou postrannich
,»poklicek®, coz jsou kruhy o polomérech f(a) a f(b).

Nyni si pouziti obou vét ilustrujeme na prikladech. Zatimco objem lze spocitat pro pomérné
slozité funkce urcujici kiivocary obdélnik, u obsahu plasté i v piipadé velmi jednoduchych funkci
mohou nastat problémy s integraci vyrazu obsahujictho odmocninu. Vysledek pak musime urcit
pouze pribliZné.

Priklad 3.7. Vypoctéte objem koule a obsah kulové plochy o poloméru r > 0. @

Reseni. Rovnice kruZnice se stiedem v po&atku a polomérem r je x> 4+ y> = r2. Rotaci horniho
pilkruhu P kolem osy x dostaneme kouli — viz obr. 3.6. Rovnice horni pilkruZnice je y = +/r%2 — x2,
x € (—r,r).

Podle vzorce (3.4) tedy pro objem koule V plati:

r r 1 r
m3(V)=Tt/( rz—xz)zdx=rr (r2—x2)dx=n[r2x—3x3} =

—r

1 1 4
=n(rP—=r)-x _,,3_|_,,,3 = — mr.
3 3 3

Obsah
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Pfed dal$fm vypo&tem si pfipravime vyraz 1 + y*:

—X % r?

1
P T (2 212 - ” _
L e G R e e e s

Nyni podle vzorce (3.5) pro obsah plasté Q, tj. pro obsah kulové plochy, vyjde

_ LA, r _ (e T g2
mz(Q)—ZTc/_r\/r X mdx_2nr/_rdx_2nr[x]_r_4nr.

Predchozi vypocet nebyl korektni. Derivace y’ neni defino-
vand pro =£r (v tomto bod¢ existuji nevlastni jednostranné
derivace). Po zkrédcent sice vznikl integrand, ktery uz byl de-
finovany i v téchto bodech (zbyla jednicka), nicméné pred-
poklady véty 3.6 nebyly splnény. Mohli bychom ale vypo-
¢itat integral na intervalu (—r 48, r — §), kde § > 0 je malé
(vlastn€ bychom odfizli po strandch dva malé kulové vrch-
liky). Jeho hodnota by byla 4xwr(r — &). Pak bychom pro-
vedli limitni pfechod pro § — 0*. Dostali bychom stejny
vysledek. Pro naSe ucely to vSak takto staci. A

y=+r2—x

Obsah
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V okné:
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3.3. Délka krivky

Dals{ ddlezitou aplikaci urcitého integralu je vypocet délky rovinné kiivky. Omezime se nejprve na
pripad, kdy jde o graf funkce y = f(x).

Véta 3.8. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu {a, b) a md zde spojitou derivaci. Pak pro
délku jejiho grafu G plati:

b
m; (G) =/ L+ [f(0)dx. (3.6)

Piiklad 3.9. Urcete délku grafu G funkce f: y =Inx, x € (+/3,+/15). @

Reseni. Zadana funkce ma derivaci, pfi¢em? plati f'(x) = % Podle vzorce (3.6) plati:

V15 1 VB T B T
m;(G) = 1+ —=dx= —dx = ——— xdx =
3 X V3 X V3 X

x2+1=12
= xdx =tdt

4 t2 4 [2
:/ ;/—l-tdt:/ zildt.
V3~ 2, /15~ 4 2 17— 2 17—

Pii vypoctu jsme pouzili substituci uréenou vztahem x2 + 1 = 2, tj. t = +/x2 + 1. Tato funkce
je rostouci na intervalu <«/§ , V15 > a prevadi ho na interval (2, 4). ObdrZeli jsme urcity integrél z
raciondlni neryze lomené funkce. Plati

r —t2_1+1—1+ 1
-1 2—-1 2-1

Obsah
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Vyniklou ryze lomenou funkci musime rozlozit na parcidlni zlomky. Jmenovatel ma jednoduché
redlné kofeny +1, takZe
1 A B

= 1=A@+1 Bt —1).
2—-1 t—1+t+1 = ¢+ 1)+ B( )

Dosazenim kofentl ur¢ime konstanty A a B:

Celkem dostaneme
4

4
12 1)2 1 1
G) = I+ ————|dt=|t+-Inlt =1 —zInt +1]| =
m; (G) /z(+t—1 t+1) [+2n| | 2n|+|]2

1 1 1 1 1
= (4+Eln3—§1n5) = (2+Eln1—iln3> =2+ln3—§1n5.

V okné:
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Nyni si vS§imneme obecnéjs$iho pfipadu, kdy kiivka nemusi byt grafem funkce. Vzhledem k
rozsahu nemiZeme obecné zavadét pojem kfivky. Pro ndzornost ndm postaci piedstava, Ze jde
vlastn€ o trajektorii, kterou nakresli bod, jenZ se v Case spojit€ pohybuje v rovin€. Musime tedy
zadat polohu bodu v roviné v dany okamzik. To udéldme pomoci dvou spojitych funkei ¢(¢) a
¥ (t), udavajicich x-ovou a y-ovou soufadnici pohybujictho se bodu. Dostaneme tzv. parametrické
rovnice krivky. Ty maji tedy tvar

x = (1),
y=v(@),

Proménnou ¢ nazyvame parametr (nemusi mit nutné vyznam casu, miZe to byt napt. délka). Specidlni
pripad — parametrické rovnice tseCky — znate z analytické geometrie. Z fyzikalniho pohledu je
délka kiivky vlastné drahou, kterou bod urazi od okamZiku o do okamziku 8. Pro délku kiivky lze
dokazat nasledujici tvrzeni.

1€ (a, B). (3.7

Véta 3.10. Necht kiivka C je ddna parametrickymi rovnicemi (3.7), pricemZ funkce ¢(t) a ¥ (t)
maji spojité derivace na intervalu (o, 8). Pak plati:

B
m;(C) = / VIg O + [y ()2 dt. (3.8)

Graf libovolné funkce f(x), x € (a, b) lze parametrizovat napf. rovnicemi x = ¢, y = f (1),
t € {a,b), takze ¢'(t) = 1, ¥'(¢t) = f'(¢). Po dosazeni do (3.8) ihned vidime, Ze jde skute¢né o
zobecnéni vztahu (3.6).

Obsah

42. strana ze 44

=
B

=]

]

-
M

Zavrit dokument

Konec

dl

Cela obrazovka/ Okno |

V okné:
Zobrazit/ Skryt ikony |

Zobrazit/ Skryt menu |




Geometrické aplikace urcitého integrdlu 43

Priklad 3.11. Vypoctéte délku kruznice C o poloméru r > 0. @

ReSeni. Bez tjmy na obecnosti lze kruZnici umistit stie-
dem do pocétku. Na délku to nemd vliv. Jeji rovnice je pak Yy
x2 4+ y? = r2. Nyni bychom mohli uréit vzorec napf. horni pil- r
kruZnice, coZ je y = +/r? — x2, pfi¢emz x € (—r, r), pomoci C A Obsah |

| | Comed)

vzorce (3.6) spocitat jeji délku a vysledek vyndsobit dvéma. /(|77

oy x sy . 4 P ;. —x rsint r 43. strana ze 44
Potiz /ovse,rvn je, Ze derl,vace této funkce ma tvar yv =~ o <
a neni tudiZ definovand pro x = —r a x = r (v téchto bodech — rx JJJJ

p Ol ycost
existuji nevlastni jednostranné derivace). Predpoklady véty 3.8 « | »

nejsou tedy splnény. Dokonce funkce /1 + y”2 =

ﬁ nenf{
na intervalu (—r, r) ohraniCena.

Zkusime tedy najit parametrické rovnice kruznice C. To
neni nijak obtiZzné. Z definice funkci sinus a kosinus je vidét Obr. 3.7
(viz obr. 3.7), ze poloha libovolného bodu A = (x, y) je ddna
takto: A = (r cost, rsint), kde ¢ je uhel, ktery svird privodic¢
bodu A s kladnou ¢4stf osy x. Ménime-li dhel ¢ od nuly do 2,

probéhne bod A celou kruznici. Ozna¢me ¢(t) = rcost, ¥ (t) = rsint. Hledané parametrické Zaviit dokument
rovnice jsou: Konec
X = rcost,
C: . t € (0,2m).
y = rsint,
ProtoZe ¢'(t) = (rcost) = —rsint a ¥/'(t) = (rsint)’ = rcost, vyjde ze vzorce (3.8), Ze Celé abrazovka/ Okno |
plati: V okné:
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21 21
m;(C) = \/(—r sint)? + (rcost)2dr = \/r2 sin?t + r2cos?tdt =
0 0

27 5
=/ rdt=r[t]0n=2nr.
0

Poznamka 3.12.

1. Zcela analogicky je moZné postupovat v piipadé prostorové kiivky, pfibude jen tfeti soufadnice
polohy bodu. Parametrické rovnice kfivky K budou mit tvar

x = g(t),
y=¥@), t € {a, B),
z=w(1),

a pro jeji délku bude platit (za pfedpokladu existence spojitych derivaci ¢’ (), ¥'(t) a @'(¢))

B
m(K) = / VIe'OP + [/ ()P + [ ()] dr.

2. Pii fyzikalni interpretaci, kdy rovnice (3.7) popisuji polohu hmotného bodu, ma (¢'(z), ¥'(t))
vyznam vektoru okamZité rychlosti v ase ¢. Z analytické geometrie vime, Ze \/ [’ (D) + [V (1)]?
je velikost tohoto vektoru. Vzorec (3.8) tudiz vyjadiuje, Ze urcity integral z velikosti okamZité
rychlosti pfes interval (o, ) udava drahu, kterou tento bod urazi od ¢asového okamziku o do
casového okamZziku B. Totéz plati v piipadé prostorové kiivky.

3. Integrél pro vypocet délky kiivky obsahuje odmocninu. Proto i pro velmi jednoduché funkce se
casto stane, Ze neumime piislusny neurcity integrdl spocitat pomoci elementarnich funkci. Pak
nezbyva nez pouZzit néjakou pfibliZnou metodu.
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