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Oznadeni:

Ozna¢éme P = {p1,ps, ...} mnozinu vSech prvoéisel. Navic pfedpokladejme,
zepr <pz <....

Necht = € R. Polozme P, = {p € P: p < z} a definujme funkci 7 : R — NU {0} pfedpisem
() = [Pe.
Hodnota 7(z) tedy pfedstavuje pocet prvocisel, kterd neptrevysuji ¢islo x.

Pro libovolné = € R budeme symbolem [z] oznacovat dolni celou ¢ast ¢isla x, tj. celé ¢islo
spliiujici nerovnosti [z] < z < [z] + 1.

Nasim hlavnim cilem bude najit odhady funkce 7.

Tvrzeni 1. Nechtn € N ap € P. Pak v rozkladu ¢isla n! na prvocinitele se prvocislo p vyskytuje
v mocniné «, kde
00 n
=X [

k=1

Dusledek 1. Necht n € N a p € P. Pak v rozkladu cisla (2:) na prvocinitele se prvocislo p

vyskytuje v mocniné 3, kde
+o0
2n n
=2 (5] -2 [5])
; Pk Pk

Poznamka. Vsimnéme si, Ze v posledni sumé lze ve skutednosti séitat pouze do m, kde
m € NU {0} je ¢islo splitujici nerovnosti p™ < 2n < p™*L tj. m = [logp Qn}.

Dale je podstatné si uvédomit, ze pro kazdé x € R
[2z] — 2[z] € {0,1}.

Plati totiz [2z] < 2z a [x] > 2 — 1, odkud mame [22] —2[z] < 2. RovnéZ lze lehce ovéFit nerovnost
[22] — 2[z] > 0, coz spolecné s celociselnosti dava pozadovany vztah.

Odtud tedy plyne, ze 8 < m, a tedy p® < p™ < 2n.

7 vyse uvedenych postiehi dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 2. Necht n € N. Bud ddle p € P prvocislo vyskytujici se v rozkladu c¢isla (2: ) na
proocinitele (a to v mocnine 3 € N). Pak p® < 2n.

-

Dusledek 2. Pro libovolné prirozené c¢islo n € N plati

<2”> < (2n)"C").

n
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. , . N 2 ’ .
Odhadneme-li nyni kombinaéni ¢islo (:) pomoci nerovnosti

2n\ _ 22"
> 5.
n,) = 2n
kterou snadno dokazeme napf. matematickou indukci, obdrzime pro kazdé n € N

22n (2n)
< 2 T 2T
2n _( n) ’

coz po zlogaritmovani dava
2n — log, 2n < 7(2n) logs 2n,
tj.

2n
m(2n) > -
log, 2n

Necht nyni 2 € R, > 3. Ozna¢me 2k nejmensi sudé ¢islo spliujici nerovnost x < 2k. Pak jisté
plati

-2

2k x
>m(2k)—1> —2>
m(w) 2 (2F) ~ log, 2k ~ logy x

: (1)

nebot funkce f(r) = 2,7 Je na intervalu (3, +00) rostouci. Snadno se presvédéime, ze nerovnost

(1) plati i pro = € (2,3). Dokazali jsme tedy nésledujici vétu:

Véta 1. Pro kazdé x € (2,+00) plati

Véta 2. Pro kazdé x > 2 plati

Diikaz. Podle Véty 1 plati

1
r@z)> — —g=" .<1—2-M).

~ logg x ~ logy

Lze ukézat, Ze pro kazdé x > 16 plati logT” < %. Odtud dostavame, Ze pro kazdé x > 16 plati
1
m(x) > = - i
2 logyx

Pfimym vypoctem se miZeme presvédéit, ze vyse uvedeny vztah plati také pro z € (2,16). O

Dostali jsme vlastné dolni odhad funkce 7(z). Pokusime se najit také horni odhad této
funkce. K tomu budeme potifebovat nasledujici pomocné tvrzeni:

Tvrzeni 3. Pro kaZdé x € (2,+00) plati
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Dikaz. Tvrzeni staci dokazat pouze pro prirozena ¢isla. Dikaz povedeme matematickou indukci.
Pro = 2 tvrzeni plati, nebot 2 < 42. Piedpoklddejme nyni, Ze tvrzeni plati pro kazdé = €
{2,3,...,k}, kde k € N, k > 2 (indukéni pfedpoklad). Budeme chtit ukézat, ze tvrzeni plati pro
r=k+1.

Jestlize k je liché, pak neni co dokazovat, protoze

H p= Hp<4k < 4kt
p<k+1 p<k
Predpokladejme proto, zZe k je sudé, tj. k = 2I, | € N. Pak podle indukéniho pfedpokladu plati
[He=11r,=117» I r<4" I » (2)
p<k+1 p<2l+1 p<l+1  [4+2<p<2l+1 I+2<p<2l+1

Uvédomme si, ze

11 pg(%fl)gzﬁ. (3)

I+2<p<2i+1

Z nerovnosti (2) a (3) plyne
H p < 421 — gt
p<k+1

coz jsme chtéli dokézat. O

Z Tvrzeni 3 1ze pro x > 2 odvodit néasledujici nerovnost.

4% > Hp: H p- H p> (\/E)”(x)*ﬂ(ﬁ)

p<z p<Vz  Jrz<p<lw

Naslednym zlogaritmovanim obdrzime

x - logy 4 > %(w(m) —n(vx)) logy z,

odkud snadno ziskdme

+7(Va) <4

m(x) <

x x logy
. =—- (4 .
logy tVE logy x ( * vV )

Lze ukazat, ze pro kazdé x > 16 plati vztah logTme <1, a tedy pro kazdé = > 16 plati

logy

m(x) <5- ’

logy @

Pfimym vypoctem lze ukazat, ze vyse uvedeny vztah platiipro x € (2,16), coz dohromady dava
nasledujici vétu:

Véta 3. Pro kazdé x € (2,+00) plati odhad

m(x) <

X

logyz

Spojenim Véty 2 a Véty 3 obdrzime zndmou Cebysevovu vétu.
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Véta 4 (Cebysevova). Ezistuji konstanty ¢ > 0, d > 0 takové, Ze pro kazdé x > 2 plati

X
C

x) <d

logyr logy x

Podstatnym zobecnénim CebysSevovy véty je tzv. prvociselna véta (1896), ktera tvrdi, Ze

™) _ . ()~ —— = 1,44 ——
Inx log,

lim
r—+00 T—
Inz

Pro ilustraci uvedeme piesnou hodnotu funkce 7(z) a = pro z = 10% a o = 10°.

7(10%) = 78 498 7(10%) = 50 847 534

6 9
10 - 79382, 4 10 - 4054 042,4.
In 106 In 109

Na zavér jsou uvedeny grafy funkci

pro x € (2,1000).
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Neékteré zajimavé dusledky prvociselné veéty:

Ze vztahu 7(r) ~ = lze snadno odvodit napi. nasledujici skutecnosti.
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e Pro libovolna a,b € R, 0 < a < b existuje xg € R takové, ze pro vSechna x > zg existuje
v intervalu (az, bx) aspon jedno prvoéislo.

e Pro libovolny sled éislic existuje prvocislo, které timto sledem zacina.

“+oo

21, pro kterou

e Pro libovolné x € R, x > 0 existuje posloupnost prvocisel {g,}
lim 4~
n—+oo ™

=x.



