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Funkcionalni rovnice

Funkcionélni rovnice jsou rovnice, ve které se jako neznama vyskytuje néjaka funkce. Casto
se o hledané funkci predpokladé, ze spliiuje néjaké dalsi vlastnosti (napf. defini¢ni obor, spoji-
tost, omezenost, monotonie apod.). Pokud nebude uvedeno jinak, bude funkce f chapéana jako
funkce R — R.

Jako priklad jednoduché funkcionélni rovnice uvedme rovnici

f(z) = f(y). (1)

Tuto rovnici chapeme v nasledujicim smyslu: Hledame vsechny funkce f : R — R, které spliuji
rovnost (1) pro vSechna z,y € R. Snadno nahlédneme, Ze uvedenou rovnici spliuji pravé vsechny
konstantni funkce.
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postup selhal.

Zakladni metoda feseni funkcionalnich rovnic je tzv. substitucni metoda. Pfedpokladame, ze
jiz méme né&jaké feseni funkciondlni rovnice a vhodnou volbou nezéavisle proménnych se snazime
najit explicitni tvar tohoto Teseni. Zkouskou se pak presvédCime, zda vysledna funkce skutecné
vyhovuje dané rovnici. Tuto metodu budeme ilustrovat na néasledujicim piikladu.

Priklad 1. Najdéte vsechny funkce f : R — R takové, Ze pro kazdé x,y € R plati rovnost
flo+y)+2f(z—y) —4f (@) + o f(y) = 3y — 2® — 2ay + 2y”.
Reseni. Piedpokladejme, Ze f je feSenim dané rovnice. Tedy je tato rovnice splnéna i pro y = 0.
Dostaneme tedy
—f(x) +2f(0) = —2.
Oznacime-li f(0) = ¢, mame explicitni tvar FeSeni
f(z) = 2% + ca.
Polozime-1i v ziskaném vztahu x = 0, obdrzime ¢ = f(0) = 0, coz znamena

f(z) =22

Zkouskou se snadno presvédcéime, ze vyse uvedend funkce skuteéné spliiuje danou funkcionalni
rovnici. [

Casto potiebujeme nalézt pouze spojité funkce splitujici danou funkcionalni rovnici. K tomu
slouzi tzv. Cauchyova metoda, ktera je zaloZena na nasledujici vété.

Véta 1. Nechtf f,g: R — R jsou spojité funkce splnugjici vztah
f(x) =g(x) pro vsechna x € Q.
Pak plati rovnost f = g, tj. f(x) = g(x) pro kazdé x € R.

Kazd4 spojita funkce je tedy uréena funkénimi hodnotami v racionalnich bodech (v bodech
néjaké husté podmnoziny). Pro ilustraci uvedme nésledujici pfiklad.
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Piiklad 2. Najdéte vSechny spojité funkce f : R — R spliujici rovnici
fle+y) = fl)+ fy).

Reseni. Pfedpokladejme, ze f je né&jaka funkce splitujici zadanou rovnici. Volbou z = y = 0
obdrzime f(0) = 0. Matematickou indukei se snadno ukéze, ze

f(nz) =nf(xz) prokazdé neN. (2)
Zvolime-li y = —x, obdrzime, Ze funkce f je licha, odkud jiz snadno dostavame, ze vztah (2)

plati pro vSechna cela ¢isla. Ze vztahu (2) rovnéz dostaneme (pro libovolné pfirozené m)

f (%) = %f(x) pro kazdé =z e R. (3)

Necht nyni ¢ je racionalni ¢islo, tj. ¢ = 7+, kde m € N, n € Z. Ze vztahii (2) a (3) snadno

plyne
n

flgx)=f <£a:> =nf <£> = —f(z) =qf(x) prokazdé =z €R.
m m m
Polozime-li x =1 a f(1) = ¢, dostaneme
f(g) =cq prokazdé qeQ.
Protoze predpokladame, ze f je funkce spojita, plati podle zminéné Cauchyovy véty
f(z) =cx prokazdé =z eR.

Zkouskou se snadno presvédéime, ze libovolna funkce tvaru f(z) = cx, kde ¢ € R spliiuje danou
funkcionalni rovnici. O

Pozndamka 1. Pravé uvedena funkcionalni rovnice se nazyva Cauchyova rovnice. Lze ukazat, ze
existuji i nespojita feSeni této rovnice.
Priklad 3. Najdéte viechna spojita Tesent funkciondlni rovnice

f(l'y) :f($)+f(y)7 D(f) :(0,+OO), T,y € (07+OO)'

Resend. Predpoklddejme, ze spojita funkce f : (0, +00) — R je Fesenim nasi funkcionalni rovnice.
Definujme novou funkci g predpisem

glx) = F(10°).
Snadno nahlédneme, ze D(g) = R. Pro libovolnd realna éisla x, y pak plati
glz +y) = f(10"7) = f(10" - 10Y) = f(10%) + f(10Y) = g(x) + g(y).
Vidime tedy, ze funkce g je spojita a splituje vyse zminovanou Cauchyovu rovnici. Plati tedy
g(x) =cx prokazdé =z e€R.
Vzhledem k definici funkce g obdrzime
f(10%) = cx pro kazdé x € R,
odkud jiz snadno dostaneme
f(z) =c-logx prokazdé z € (0,+00).

Snadno se pfesvédéime, ze pro jakékoliv ¢ € R tato funkce vyhovuje zadéani. O



