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Tento text byl zpracovan pro téely prvni Skoly matematického modelovani SKO-
MAM 2005 konané v Ostravé ve dnech 15. 2. — 17. 2. 2005.

Obsahuje jednak stru¢né pripomenuti pojmi derivace, neurcity integral a urcity
integral a vztahi mezi nimi a jednak par historickych poznamek k vyjvoji téchto
pojmu. Nejednd se v zaddném piipadé o uceleny vyklad (ten by nebyl vzhledem
k ¢asové dotaci pfednasek ani mozny), pouze o diskusi nékolika otéazek.

Predpokladejme, Ze jste se jiz nékdy s pojmy derivace a integral, coz jsou zakladni
pojmy diferencidlniho poctu, setkali. Zfejmé jste zacali seznamenim s redlnymi ¢isly,
dale presli k pojmu limita a pak pomoci limity definovali derivaci a integral. Toto
je bézny postup vykladu jak na stiedni, tak i vysoké skole. Historicky ovSem tyto
pojmy nevznikaly v tomto poradi. Ve skutecnosti se nejdiive vyvijel pojem urc¢itého
integralu (vypocty obsahii a objemt), pak derivace a neurcity integral (v 17. stol),
které byly zalozeny na intuitivnim chapani nekonecné malé a velké veli¢iny a tudiz
limitniho procesu, a o 100 let pozdéji se upiesnoval pojem limity a teprve v 19.
stoleti byla vybudovana teorie realnych cisel.

My se budeme dale drzet standardniho vykladu a postupovat od derivace k ne-
ur¢itému integralu a nakonec se zminime o integralu urcitém.
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Derivace

Vime, 7Ze derivaci ziskavame ,rychlost zmény“ néjaké meénici se veli¢iny. Hodnota,
poloha nebo smér pohybu musi byt popsany néjakou funkei (analytickym vyrazem,
vzorcem). Derivovanim této funkce vznikd nova funkce, kteréd jiz udava hledanou
yrychlost zmény®. Strucné receno, derivovani transformuje jednu funkei na druhou.

Mechanicky model

Uvazujme napiiklad pohybujici se auto. Necht proménnd s oznacuje drdhu auta,
ktera se méni v zavislosti na case t podle vztahu

s = 4t% + 3t.

Jak zfejmé vite, derivaci tohoto vztahu dostaneme vyraz 8t + 3. Tento vyraz udava
,rychlost zmény“ polohy auta neboli rychlost v auta v libovolném case t, tj.

v=8t+3.

Zderivujeme-li tento vyraz znovu, ziskdme ,rychlost zmény* rychlosti neboli zrych-
leni, tj.

a = 8.

Rozeberme celou situaci podrobnéji. Uvazujme hmotny bod, ktery se pohybuje
po pfimce p. OznaCme t ¢as a s(t) polohu, v niz se bod v ¢ase ¢t nachazi — viz
obr. 1.1 (pfipoustime, Ze bod se muiZe i zastavit nebo vracet).

s(t) — s(to)
o )
s(ta) s(t)
Obr. 1.1:

Nasim tkolem je urc¢it okamzitou rychlost bodu v case ty,. Myslenka je nasledujici.



e Zvolime ¢asovy okamzik ¢ (napt. t > () a budeme pro nazornost predpokladat,
ze v intervalu (to,t) se bod pohybuje doprava.

e Pramérna rychlost za dobu t—t, (coz je délka uvazovaného ¢asového intervalu)
je podle definice dréha, kterou bod v této dobé urazil, tj. s(t) — s(ty), délena
prirtstkem casu t — t;.

e Priblizovanim okamziku ¢ k ¢y, tj. zkracovanim uvazovaného c¢asového inter-
valu, pfejde pramérné rychlost na ¢asovém intervalu (¢, t) v okamzitou rych-
lost v Case .

Vyjadiime opét tento postup pocetné.
Ozna¢me v; pramérnou rychlost v ¢asovém intervale (to,t) a vy okamzitou rych-
lost v ¢ase to. Draha, kterou bod urazi za dobu ¢ — tg, je s(t) — s(to). Pak plati

_ drdha  s(t) — s(to)
- fas  t—ty

Vg

Tedy pro okamzitou rychlost dostaneme

t) — s(t
vo = lim —8( ) S( 0> .
t—to t— 1o

Geometricky model

Po tomto fyzikalnim piikladé se jesté podivejme na geometricky model. Chceme
stanovit ,rychlost zmény“ funkce, tj. pomér zmény f(x) ke zméné z. V grafickém
znézornéni to znamend najit v daném bodé x sklon kiivky (to, jak je kiivka strmd),
ktery je dan velikosti tihlu, jenz svird teéna ke kiivce v daném bodé s osou x. Ciselné
se tato velikost tthlu vyjadiuje jako smérnice tecny neboli tangens thlu.

Pokusme se nyni smérnici teény ke grafu funkce f: y = f(z) v bodé T =
= (mo, f (:L’o)) vyjadiit. Budeme postupovat nasledujicim zptsobem — viz obr. 1.2:

e Zvolime bod P = (x, f(x)) na grafu funkce.

Sestrojime secnu s ke grafu funkce f urc¢enou body T a P.

Bod x budeme priblizovat k bodu z(; odpovidajici bod P se ,,bude pohybovat*
po grafu funkce f a ptiblizovat se k bodu T

e Sefna s se pfritom bude ,pootacet® (bude pofdd prochézet body T a P) a
v okamziku, kdy x splyne s xg, tj. P splyne s T, pfejde v piimku ¢, kterou
nazyvame te¢nou ke grafu funkce f v bodé T.

Smeérnice secny pak prejde ve smeérnici tecny.



Derivace

Vyjadiime tento postup pocetné.
7 analytické geometrie vime, Ze rovnice piimky ve smérnicovém tvaru, ktera je
urcena dvéma body (z¢,yo) a (z1,v1), je

Y1 — Yo
Tr1 — X

Y1 — Yo = k(z1 — x9), kde k = je smérnice primky.

Déle vime, ze k = tgp, kde ¢ je thel, ktery svira ptislusnd pfimka s kladnou ¢asti
oSy .

Oznacme kg smérnici secny a k; smérnici teCny a ¢, a ¢; odpovidajici thly —
viz obr. 1.2. Protoze se¢na s je uréena dvéma body T = (xg, f(:vo)) aP = (a:, f($)),
plati, ze

ke, = f@)—f(xo)'
x — T

Zajima nas nyni smérnice te¢ny. Ptiblizujeme-li bod x k bodu z¢, pfejde tihel p;
v uhel ¢;, a smérnice secny ks = tg p, prejde ve smérnici tecny k; = tg ;.

Tedy

f(x) = f(xo)

k; = lim ky = lim —————— .
T—X( T—XT( xTr — ,’L‘O

Pokud tato limita bude existovat a bude kone¢nda, bude mit vyznam smérnice k;
tecny t v bodé T'.

SF-—-———— =M — =

v

Obr. 1.2:



Odhlédneme-li od oznaceni (s misto f a ¢ misto z), vidime, Ze jsme u obou
modeld dospéli k vySetfovani limity obdobného podilu. Vzhledem k diilezitosti této
limity zavadime nasledujici definici.

Definice 1.1. Necht zy € D(f). Existuje-li limita

o 1) = F )

T—T0 T — Tg

znacime ji f'(x¢) a nazyvame derivaci funkce f v bodé x.
Je-li f'(x9) € R, pak fikdme, Ze f md v bodé xq vlastni derivaci.
Je-li f'(xg) = +o0, fikdme, ze funkce f md v bodé xy nevlastni derivaci.

Umluva: Nebude-li dale Feceno jinak, budeme pod pojmem derivace ro-
zumét vlastni derivaci.

Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bodé xy. Tato derivace je néjaké
Cislo. Jestlize ma f derivaci v kazdém bodé defini¢niho oboru (popi. néjaké jeho
¢asti), dostavame novou funkei f” definovanou takto:

Definice 1.2. Nechf existuje vlastni derivace f’(x) funkce f pro vSechna x € M,
kde M C D(f). Pak funkci f': y = f'(x), x € M, nazyvame derivaci funkce f
na M.

Jesté jednou pfipomenime, Ze derivace piifazuje funkci f novou funkei f’. Pro
konkrétni hodnotu x mize mit ¢islo f’(z) rtiznou interpretaci podle toho, co vyja-
druje funkce f. Naptiklad:

e geometricky ma hodnota f’(z) vyznam smérnice teény ke grafu funkce f v bodé

[z, f ()],

e jestlize f vyjadfuje polohu (drahu) bodu pohybujiciho se po piimce v zavislosti
na Case, pak f’(x) udéva okamzitou rychlost tohoto bodu v ¢ase z,

e jestlize f vyjadfuje okamzitou rychlost bodu pohybujiciho se po pfimce v za-
vislosti na case, pak f’(x) udéva okamzité zrychleni tohoto bodu v ¢ase z.

Obecné, hodnota f'(x) vyjadfuje miru velikosti zmény funkce f v zévislosti na
zméné nezavislé proménné x.



Derivace

1.1. Otazky

Otazka 1. Jaky je vztah mezi spojitosti funkce v bodé a derivaci v tomto
bodé?

Odpovéd nam dava nasledujici véta.

Véta 1.3. Md-li funkce f v bodé xy € R vlastni derivact, je v tomto bode spojitd.

Opacna implikace vSak neplati. Ze spojitosti funkce v bodé neplyne existence
derivace v tomto bodé.

e Lehce nalezneme spojité funkce, které nemaji derivaci v kone¢né mnoha bo-
dech. Trivialnim prikladem je funkce absolutni hodnota. Pf¥ipomenime definici
této funkce.

Fry= —x, x <0,
Y= z, x>0.
Graf:
Yy y=|z|
0O z

Tato funkce se nazyva absolutni hodnota a znacéise f: y = |z|.
Je to spojita funkce, kterd nemé derivaci v bodé x = 0. Obecné, v bodech,
kde méa graf funkce ,hroty“, nema funkce derivaci.

e Piikladem spojité funkce, kterd nemé derivaci v nekonecné mmnoha bodech
mize byt funkce definovana na intervalu (—oo, +00), jejiz grafem je lomena
¢ara, viz obr. 1.3.

/N NN NN\

Obr. 1.3:

Ale i na ohraniceném intervalu si lze snadno pfedstavit spojitou funkci, ktera
nema derivaci v nekonec¢né mnoha bodech, jak ukazuje obrazek 1.4

V obou predchozich prikladech byly body, v nichz neexistovala derivace, spise
vyjimecné. Ve ,vétsiné“ bodu byly uvedené funkce nejen spojité, ale mély i
derivaci.



1.1 Otazky

Obr. 1.4:

e Jiz v 19. stoleti si matematikové polozili otazku, zda by spojita funkce mohla
mit i vice bodd, v nichz neexistuje derivace, nez ve vyse uvedenych piikla-
dech. Ptvodni domnénka byla, ze ne. Jaké ale bylo zdéseni, kdyz byl v r. 1875
publikovan piiklad funkce spojité na intervalu, kterd neméla derivaci v zad-
ném bodé! Tento piiklad uvedl némecky matematik Weierstrass.! Vyznamny
predstavitel klasické matematické analyzy Hermite? napsal v dopise svému pii-
teli Stieltjesovi® (viz [3]): ,,S hrizou se odvracim od tohoto politovinihodného
vredu na téele spojitych funkci — od funkce, kterd nemda derivaci ani v jediném

bode.“

Pokusme se popsat, jak se takova funkce zkonstruuje. Weierstrass, jehoz pti-
klad je pfilis komplikovany, ve skutecnosti nebyl prvni. Jiz dfive (pfed r. 1830)
sestrojil jednodussi piiklad Bolzano®. Jeho postup byl zhruba nasledujici (ve
skutecnosti byl jeho ptiklad slozitéjsi). Predstavme si nekone¢nou posloupnost
funkci, jejichz grafy jsou lomené c¢ary na obr. 1.5. Nyni se¢teme prvni dvé
tyto funkce, pak tii atd. Dostaneme vysledky na obr. 1.6. Jeden oblouk souc¢tu
sedmi téchto funkci je znazornén (ve vétsim méritku) na obr. 1.7. Lze pfesné
dokazat, ze kdyz postup provedeme nekonec¢nékrat, dostaneme spojitou funkci,
ktera neméa derivaci v zadném bodé, tj. ma v kazdém bodé ,hrot®.

Jak jiz bylo feceno, nékteri matematikové byli objevenim takovych funkci zdé-
Seni a domnivali se, ze nemaji zadny prakticky vyznam. Dalsi vyvoj vsSak
ukazal, ze se mylili. V roce 1920 bylo ukézano, ze napi. pohyb pylovych zrnek
vlivem narazt molekul, tzv. Browntv pohyb, je popsan spojitou funkci, ktera
neméa nikde derivaci. Déle se s takovymi funkcemi muzeme setkat i v elek-
trotechnice v oborech zabyvajicich se zpracovanim signald. Jde o tzv. ,bily
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sum®.

!Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (¢ti vajerstras) — vynikajici némecky
matematik. Zabyval se predevsim matematickou analyzou a linearni algebrou.

2Charles Hermite (1822-1901) (¢ti ermit) — francouzsky matematik. Zabyval se eliptickymi
funkcemi, matematickou analyzou, algebrou a teorii ¢isel.

3Thomas Jean Stieltjes (1856-1894) — holandsky matematik a astronom. Zabyval se ma-
tematickou analyzou a zejména teorii urcitého integralu.

‘Bernard Bolzano (1781-1848) — ¢esky matematik, filosof a teolog. N4§ nejvétsi matematik
19. stoleti. Ptusobil na Karlové univerzité jako profesor nabozenstvi. Své matematické vysledky
vesmeés nepublikoval. Dnes je mu priznavana v fadé véci priorita, ale jeho vysledky bohuzel neo-
vlivnily dalsi vyvoj a byly vesmés pozdéji znovuobjeveny.



Derivace

Obr. 1.5:
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Obr. 1.6:

Obr. 1.7:

Otazka 2. Je derivaci elementarni funkce zase elementarni funkce?

Odpovéd zni ANO. A protoze je vétsina funkei, s nimiz se v aplikacich setkéavame,
z mnoziny elementarnich funkci, nenastavaji pii derivovani zadné problémy. Stejnou
otéazku si za chvili polozime pro neurcity integral a jiz ted mizeme naznadit, Ze tam

vvvvvv
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Neurcity integral

Zabyvejme se nyni tlohou, ktera je v jistém smyslu inverzni k derivovani. K zadané
funkci f hledame funkci F' takovou, aby platilo F” = f. Ptame se tedy, jakou funkci
je nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f. Tj.

e Ze znalosti smérnic tecen ke grafu funkce f chceme najit tuto funkci f.
e Ze znalosti okamzité rychlosti bodu chceme zjistit polohu tohoto bodu.

e Ze znalosti okamzitého zrychleni bodu chceme urcit jeho okamzitou rychlost.

Definice 2.1. Rekneme, ze funkce F': R — R je primitivni funkci k funkci
f: R — R na otevreném intervalu I C R, plati-li F'(x) = f(x) pro kaZdé z € I.

Chceme napft. najit né€jakou primitivni funkci k funkci f: y = cosx, z € R. Neni
tézké uhodnout, Ze takova funkce je napt. F'(x) = sin z, protoze (sinz)’ = cosz. Ale
také napf. F'(z) = sinz + 5 je primitivni funkei, protoze (sinx +5)" = cos z. Obecné
F(z) =sinx + ¢, kde ¢ € R je primitivni funkce k funkci f.

Grafy jednotlivych primitivnich funkei jsou posunuty ve sméru osy y. Pro pevné
zvolené x jsou tecny ke grafiim funkei F(x) 4+ ¢ v bodech [z, F(x) + ¢] pro lib. ¢ € R
navzajem rovnobézné, tj. maji stejné smérnice.

Véta 2.2. Je-li funkce F primitivnd funkci k funkci [ na otevreném intervalu
I C R, tvori funkce G.: R — R definované predpisy

G.(r) = F(x) + ¢,

kde c € R, prdve vsechny primitivni funkce k funkci f na intervalu I.




Neurcity integral

Oznaceni: Je-li I’ primitivni funkci k funkci f, piseme

Fla) = / (@) da

a mluvime o neurcitém integrdlu funkce f.

Nebudeme se zde zabyvat integraénimi metodami (metoda per partes, substi-
tucni metoda, integrace racionalnich lomenych funkci, integrace nékterych special-
nich typt funkei obsahujicich siny, kosiny, odmocniny...). Podivejme se na pouze na
nékteré otazky, které Vas mohou napadnout poté, co se s integralem seznamite.

2.1. Otazky

Otazka 1. Existuje ke kazdé funkci funkce primitivni?
Odpovéd zni NE. Napiiklad k funkci signum primitivni funkce neexistuje. Pfi-
pomenime, jak je tato funkce definovana.

-1, =<0,
fry=4 0, z=0,
1, z>0.
Graf:
)

Y =sgna

[0) T

{1

Tato funkce se nazyva signum a znacime ji f: y = sgnx.
Pokud vsak pridame predpoklad spojitosti funkce na otevieném intervalu, pak
je odpovéd na zadanou otazku kladna.

Véta 2.3. Je-li funkce f: R — R spojitd na otevreneém intervalu I C R, md v I
primitivni funkci.

Otazka 2. Integrujeme-li elementarni funkci, dostaneme zase elemen-
tarni funkci?

Vime, ze elementarni funkce jsou spojité na intervalech, na nichz jsou definované.
Proto k nim podle predchozi véty existuji primitivni funkce. ALE tyto primitivni
funkce jiz nemusi byt elementarni.



2.1 Otazky
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Takové funkce (primitivni funkce k elementarnim funkcim, které jiz nejsou ele-
mentarni) se obvykle nazyvaji vyssi transcendentni funkce.

Bohuzel neexistuje zadné kritérium jak rozhodnout, jestli konkrétni neurcity in-
tegral vede na elementarni funkci nebo na vyssi transcendentni funkci. V praxi se
nam bud podafi konkrétni integral spocitat (tj. nalézt primitivni funkci v mnoziné
elementarnich funkeci) nebo ne. V ptipadé netspéchu ale nevime, zda je to ddno nasi
nedostatecnou zkusenosti, a tudiz ma cenu se snazit dale, nebo zda to opravdu nejde
a tudiz nema cenu ztracet s danym integralem cas.

Nakonec si uvedme piiklady integralii, o nichz je znamo, Ze vedou na vySsi transc.
funkeci:

1 1 2
/Slrmdx, /cosxdx’ /—dx, /sinxde, /costdx, /e_m dzx.
x x Inz

Vidime, Ze se jedna na prvni pohled o velmi jednoduché funkce. Tedy odhadnout
podle ,slozitosti“ zadané funkce, zda je jeji primitivni funkce elementarni nebo ne, je
nemozné. Napiiklad [ cos® zdx lehce spocitame, ale [ cosz?dx, uz neni elementérni
funkce. Pritom v obou pfipadech jde o slozenou funkci se slozkami ,, druhd mocnina‘“
a ,kosinus“. Lisi se jen poradim slozek.

Otazka 3. Jak moc nam mohou pri vypoctu neurcitého integralu po-
moci pocéitacové programy jako je Mathematica, Maple nebo Matlab?

e Mohou velmi pomoci a uSetfit ¢as u slozitych vypocti.

e Pokud program neumi integral vypocitat, pak nam mize alespon nakreslit graf
primitivni funkce.

e ALE! Neni dobré tyto programy precenovat a plné se na né spoléhat. Zadame-li
napfr.

/(\/1 — 22 4+ Va2 — 4)d

dostaneme bez varovani vysledek. Ale defini¢ni obor této funkce je prazdny,
tedy vysledek je nesmyslny.

Je proto dilezité znat teorii a umét kriticky zhodnotit, zda vysledek, ktery nam
nické zvladnuti integracnich technik spise ditkladné pochopeni pojmt a predpokladii
vét, abychom dokazali spravné interpretovat vysledky téchto programi a vyhnuli se
hrubym chybam.
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3
Urcity integral

Jak vime z predchozi kapitoly, neurcity integral pritazuje funkci opét funkci. Urcity
integral funkci pfirazuje ¢islo. Podle toho, co bude vyjadfovat dana funkce, bude
mit vysledné cislo rizny vyznam. Mtze udavat napf.

e obsah rovinného obrazce,

e délku kiivky,

e obsah plasté rotacniho télesa,

e objem rotacniho nebo obecnéji libovolného télesa,

e hmotnost rovinného obrazce,

Vv

e moment setrvacnosti rovinného obrazce,
e celkovy elektricky naboj rozlozeny na rovinném obrazci. ..

Vénujme nyni pozornost urcovani obsahu rovinného obrazce, coz je jedna z viibec
nejstarsich tloh v matematice.

Jiz staii Egyptané byli nuceni vyméiovat pole, tj. poc¢itat obsahy. Znali obsah
¢tverce, obdélnika, trojihelnika a tim i libovolného mnohotihelnika. Mnohotihelnik
rozdélili na trojuhelniky, spocitali jejich obsahy a ty potom secetli. Uméli pocitat i
objemy krychle, valce nebo komolého jehlanu se ¢tvercovou zakladnou (pyramidy).

Velkého pokroku v méfeni obsahti a objemt bylo dosazeno ve starovékém Recku
v obdobi let 350200 pred. n. 1. Z té doby pochézi i znamé Eukleidovy Zdklady, ve
kterych jsou shrnuty témér vsechny v té dobé znamé matematické poznatky.

Rekové se snazili plochu nezndmého obrazce ziskat pomoci mnohotihelniki Py,
P, -, kterymi obrazec ,vycerpavali“. Podstatou jejich pristupu bylo to, ze ob-
sah tohoto mnohothelniku snadno vypocitali tim, ze jej rozlozili na vzajemné se
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nepiekryvajici trojahelniky. Obsah mnohotihelniku je pak roven souc¢tu obsahti jed-
notlivych trojuhelniki. Tuto metodu, ktera byla pozdé€ji nazvana exhaustivni, roz-
pracoval Eudoxos.

Exhaustivni (vycerpavaci) metoda umoziiuje jiz pomérné piesné vypocty obsaht
a objeml a je povazovana za genialni pfedchiidkyni pozdéjsich infinitezimalnich
uvah.

Exhaustivni metoda je zalozena na nekonec¢ném déleni velic¢iny a jejim zakladem
je nasledujici tvrzeni:

(x) Jestlize od dané veliciny odecteme jeji cdast vétsi neZ jeji polovina a od
zbytku opét jeho cdst vétsi neZ jeho polovina a budeme tak cinit stdle, zbude néjakd
veli¢ina, jez bude mensi neZ libovolnd kladnd velicina.

[lustrujme tuto metodu na Archimédoveé tloze urceni kvadratury paraboly.

Necht je dédna use¢ paraboly se zakladnou AB (tse¢ konvexni kiivky je oblast
ohrani¢ena piimkou a ¢asti dané kiivky). Ozna¢me P bod nejvzdalenéjsi od AB —
tzv. vrchol useCe (je to dotykovy bod teény rovnobézné s piimkou AB). Vznikly
trojuhelnik APB ma nejvétsi obsah ze vSech trojuhelniki vepsanych do tsece. Ar-
chimédes dokazal, Ze obsah uvazované tisecCe je roven % obsahu trojuhelnika APB.

B

B/

Ukazme, jak Archimédes pti tomto dikazu postupoval.

Opisme kolem parabolické tisece rovnobéznik A’ABB’, kde A’B’ je tefna sestro-
jenéd v bodé P a tsecky AA’, BB’ jsou rovnobézné s osou paraboly.

Archimédes nejdiive dokazuje, ze trojihelnik APB ma obsah vétsi nez % obsahu

S(A/P\B) uvazované tusece, tj.
1 1, —
s(ANAPB) = §S(A/ABB/) > §S<APB).

Uvazujme nyni dvé mensi parabolické tisece se zadkladnami AP a PB a jejich
vrcholy P, a P,. Stejné tak, jako v pfedchozi situaci vepisme piislusnym tsecim
trojuhelniky AP, P a PP, B, které opét tvori vice nez polovinu obsahu tsec¢i. Tim
vycerpame plochu tsece APB vepsanym mnohothelnikem AP, PP, B. Naznaceny
postup muizeme ziejmé opakovat.
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Z Eudoxova principu pfitom vyplyva (v dnesni fedi), ze ke kazdému € > 0 ob-
drzime po konecném poctu vyse uvedenych konstrukci mnohothelnik vepsany do
parabolické tsece APB , ktery se svym obsahem lisi od obsahu tisece o méné nez .

V dalsim kroku Archimédes vyuZiva obecnych vlastnosti paraboly k dikazu
faktu, ze soucet obsahti trojihelnikt AP,P a PP,B je %1 obsahu trojuhelniku APB.

Mnohothelnik P,, ziskany po n krocich mé tedy obsah

« « «
s(Pn) =a+ 7+ 5+ + o kde a = s(AAPB).

K vypoctu s(P,,) Archimédes odvozuje vztah

1+11 11
gk " 34k 34k-1°

Postupnou aplikaci tohoto vzorce na posledni dva ¢leny nésledujiciho souc¢tu dosta-
neme

1+1+i_|_.. +(i+li):
4 42 4n - 34n
1 1 1 11 1 11 1 4
=ttytettGE ) = =gy =ty =g
Tedy
1+1+i+...+i:§_l.i_
4 42 4n 3 3 4»
Pro dostatecné velka n muzeme ¢len % . 4% zanedbat (dnes bychom pouzili operace

limity pro n — 00).
Odtud ihned plyne tvrzeni véty, Ze s(APB) = $s(AAPB).

Archimédovy prace znamenaly obrovsky krok ve vypoctech obsaht a objem.
ALE! pfi vypoctu vychéazi vzdy z geometrickych vlastnosti dané plochy nebo té-
lesa. To je charakteristické pro celou dalsi etapu vyvoje vypoctu obsahu plochy. Byli
urcovany obsahy a objemy riznych ploch a téles, které vzdy vyuzivali n€jaké cha-
rakteristické vlastnosti studovaného ttvaru. Nejednalo se tedy o jednotny postup,
ktery by se dal pouzit k urceni obsahu, ptip. objemu, libovolného ttvaru.

Po tomto plodném obdobi fecké védy ve 2 stol. pt. n. 1. nasledovalo mnoho stoleti
stagnace védy, kdy se obzvlasté v Evropé na poli matematiky nedélo nic. Teprve ve
12 a 13 stoleti se zacinaji prekladat stard fecka dila Eukleida, Archiméda, Apollénia
atd. Zacaly vznikat prvni univerzity. Az v 16. stoleti se matematika dostava nad
ramec fecké matematiky:.

16. a 17. stoleti bylo renesanci kultury a védy a tedy i matematiky. Popsat
toto obdobi by bylo tématem na samostatnou prednasku. Pfipomenime jen jména
nékterych matematiki, kteri se zabyvali ur¢ovanim obsahti a objemt a tim vyznamné
prispé€li k dalsimu vyvoji diferenciadlniho a integralniho poctu. Byli to Johannes
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Kepler, Galileo Galilei, Bonaventura Cavalieri, John Wallis, Pierre de Fermat, Blaise
Pascal aj.

Ukazme, jak Fermat postupoval pii vypoc¢tu obsahu plochy ohranicené parabolou
y = 22, osou x a pifmkou z = 1.

2

Nejdtive zvolil libovolné éislo v € (0, 1) a sestrojil posloupnost éisel 1, a, o?, a3, . . ..

Uvazovanou plochu pokryl nekoneé¢né mnoha obdélniky s vyskami rovnymi funkénim

hodnotdm funkce y = 22 v bodech 1, o, 02,03, ..., tj. s vyskami 1,02, a*, ab, ... a
Sitkami 1 — a,a — o2, 0% — a?, .. .. Soucet obsahti téchto obdélniki je
(1-a)+a*(a—a®)+a*(@®—a®)+---=1-a+?(l-a)+a’(l—a)+ - =

=l-a)l+a®+a’+--)=

l1—« l—« 1

T1-0 (I-a)(tata?) (tata?)

Jestlize nyni zmensujeme zakladny obdélnickt, tj. ¢islo a se priblizuje k ¢islu jedna,

pak podil m se bude blizit k %

Obdobné Fermat postupoval pfi urc¢ovani kvadratury paraboly y = za prop >0
a ¢ > 0 na intervalu [0, b].
Zapsano dnesnim mat. jazykem, dospél k vysledku

b p q  Dbta
rxidr = ——0b 7 .
0 P+q
Fermat se také zabyval urcovanim tecen ke kfivkdm. On i dalsi matematikové
této doby jiz tusili, Ze existuje souvislost mezi derivovanim a integrovanim. Dokéazat

tuto souvislost se vsak podatfilo az Issacu Newtonovi a G. Wilhelmu Leibnizovi, kteti
jsou proto povazovani za zakladatele diferencidlniho a integralniho poctu.

Nezavisle na sobé a kazdy jinou cestou nalezli propojeni mezi integrovanim a
derivovanim.
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Je-li f: ]a,b] — R funkce, kterd ma primitivni funkci F' : [a,b] — R, tj. plati-li
F'(z) = f(x) pro kazdé x € [a,b], pak existuje Newtoniv integral (N) f;f(x)dx
funkce f v intervalu [a,b] a je definovan vztahem

b
) [ #a)dz = FO) - Fla).

A tak byla odvozena formule, ktera svazuje integral s derivaci a dava do souvis-
losti problémy kvadratur s ur¢ovanim tecen ke kiivkam.

V souvislosti s témito vysledky zavladlo vSeobecné presvédceni, ze diive ¢i poz-
déji bude doteseno vse, co s matematickou analyzou souvisi. Projevilo se to napiiklad
v presvédceni, ze funkci bude vZdy mozné derivovat a zZe ji bude mozné vZdy integro-
vat tak, Ze se uzije vySe uvedeného fundamentalniho vztahu. Jestlize se ndm dnes
takové presvédceni zda byt ponékud prehnané, je to zejména tim, Ze mame jinou
predstavu o tom, co je to funkce. Newtonovo presvédceni se opiralo o to, ze ,,jeho*
funkce byly v podstaté polynomy.

Timto obdobim vyvoj integralu zdaleka nekonéi. Dnesni koncepce tzv. Rieman-
nova integralu spada az do 19. stoleti. Z dalsich teorii integralu jmenujme Lebesgu-
eliv integral, Perroniv integral nebo Kurzweiliiv integral, které byly vytvoreny ve
20. stoleti.

Zajemce o historicky vyvoj integralniho poctu od starého Egypta az po soucas-
nost odkazuji na publikaci [7].
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