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Předmluva

a
Miĺı studenti,

moc rád Vás jménem Katedry aplikované matematiky a Jednoty českých matematik̊u a
fyzik̊u v́ıtám na již 18. ročńıku našeho semináře ŠKOMAM (ŠKOla MAtematického Mo-
delováńı).

Jako každý rok se Vám pokuśıme v těch několika dnech ukázat, že matematika je
nejenom velice užitečná a že nemálo jej́ıch aplikaćı lze zvládnou již pomoćı středoškolských
znalost́ı a d̊uvtipu, ale že je taky nesmı́rně zábavná a inspiruj́ıćı. Snad si všimnete, že
se svou praćı bav́ıme a že je nám spolu s našimi studenty (a proto již kolegy) na katedře
dobře. Doufáme, že aspoň některé z Vás toto setkáńı a možnost si leccos vyzkoušet přiměje
k úvahám (a k následnému rozhodnut́ı) přihlásit se ke studiu našeho programu Výpočetńı
a aplikovaná matematika. Byli bychom moc rádi.

Miĺı studenti, přeju Vám (i nám), at’ si dny strávené na ŠKOMAMu pořádně užijeme.

V Orlové 24.1.2022 Jirka Bouchala



Úvod

Tento text je určen pro účastńıky semináře Škola matematického modelováńı
(http://skomam.vsb.cz) a slouž́ı jako pomůcka k úlohám, které řeš́ı studenti v pr̊uběhu
tohoto semináře na poč́ıtačových cvičeńıch. Tento seminář, pro který použ́ıváme zkratku
ŠKOMAM, organizuje Katedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektro-
techniky a informatiky Vysoké školy báňské – Technické univerzity Ostrava jednou ročně
již od roku 2005. V tomto roce prob́ıhá 18. ročńık tohoto semináře.

Pro poč́ıtačová cvičeńı budeme použ́ıvat programovaćı jazyk Python, který navrhnul
Guido van Rossum na konci 80. let. Python je (podobně jako jazyk R či jazyk Octave)
volně př́ıstupný (https://www.python.org/) a nyńı patř́ı celosvětově mezi nejobĺıbeněǰśı
a nejpouž́ıvaněǰśı programovaćı jazyky. Jeho daľśı velkou výhodou je možnost instalace
na většinu běžných platforem jako je MS Windows, Unix, macOS nebo Android. Jedńım
z d̊uvod̊u, proč jsme se pro Python rozhodli, je jeho jednoduchost pro učeńı i pro začátečńıky.
Podrobný popis tohoto jazyka je k dispozici v [1]. Pro snadnou práci během online cvičeńı
budeme s programy v Pythonu pracovat ve webovém rozhrańı Jupyter Notebook
(https://jupyter.org/). Ke každému poč́ıtačovému cvičeńı budeme mı́t jeden nebo v́ıce
těchto Jupyter Notebook̊u, které jsou uloženy na úložǐsti Binder (https://mybinder.org/).
Dı́ky tomu si účastńıci semináře nemusej́ı nic instalovat a vše je pro ně přichystáno.

http://skomam.vsb.cz
http://am.vsb.cz
https://www.python.org/
https://jupyter.org/
https://mybinder.org/


Tento seminář je pořádán s finančńı podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz), statutárńıho města Ostravy a projektu Math Exercises for You 2
(http://math4u.vsb.cz) podpořeného programem Erasmus+. Nad akćı převzala záštitu
Jednota českých matematik̊u a fyzik̊u (http://jcmf.vsb.cz).

http://www.fei.vsb.cz
http://math4u.vsb.cz
http://jcmf.vsb.cz


Cvičeńı 1: Python – nástroj pro matematické modelováńı

Abychom se mohli věnovat pokročileǰśım matematickým úlohám, potřebujeme vhodné
prostřed́ı, které nám jejich řešeńı umožńı. K tomuto účelu použijeme skriptovaćı programo-
vaćı jazyk Python, konkrétně jazyk Python 3. Podrobně se o něm můžete dozvědět např.
v textu

”
Uč́ıme se programovat v jazyce Python 3“ (viz [1]).

V tomto cvičeńı se seznámı́me se základńım přehledem datových struktur a př́ıkaz̊u
Pythonu 3. Protože práci s proměnnými, cykly a podmı́nkami, základńımi funkcemi a
knihovnami, najdete podrobně popsánu v Jupyter Notebook

”
cv1 uvod“, který naleznete

na adrese
https : //mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM/main

a také jsme připravili video na YouTube prováděj́ıćı t́ımto cvičeńım, které najdete v play-
listu

https : //youtube.com/playlist?list = PLV rbfTRvGpyU2u− 4iSNoGh8tprKIo9hvx,

uvedeme si v tomto textu jen úkoly k procvičeńı, které jsou součást́ı úvodńıho cvičeńı.

Úkol 1.1 Napǐste funkci, která pro zadané rozměry a hustotu kvádru vrát́ı jeho objem,
povrch a hmotnost. N

Úkol 1.2 Běžná cihla má rozměry 29 cm × 14 cm × 6, 5 cm a hustotu 1, 9 g
cm3 . Jaká je

jej́ı hmotnost? N

Úkol 1.3 Napǐste funkci, která pro zadaný poloměr a výšku válce vrát́ı jeho objem a po-
vrch. Dále vypočtěte objem a povrch válce o poloměru 10 cm a výšce 5 cm. N

Úkol 1.4 Napǐste funkci, která pro zadané koeficienty a, b, c a hodnoty d0 < d1 vykresĺı
graf funkce f(x) = ax2 + bx+ c na intervalu (d0, d1). N

Úkol 1.5 Napǐste funkci, která pro zadané koeficienty a, b, c vyṕı̌se kořeny kvadratické
funkce ax2 + bx+ c. N

Úkol 1.6 Využijte předchoźı úkoly a vytvořte funkci, která pro zadané koeficienty a, b, c
a hodnoty d0 < d1 vykresĺı graf funkce f(x) = ax2 + bx+ c na intervalu (d0, d1) a zároveň
znázorńı kořeny funkce f . N
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Cvičeńı 2: Numerický výpočet určitého integrálu a Monte Carlo

Funkci F : R → R nazveme primitivnı́ funkcı́ k funkci f : R → R na otevřeném
intervalu I ⊂ R, pokud pro každé x ∈ I plat́ı

F ′(x) = f(x).

Lze ukázat, že pokud je f spojitá na otevřeném intervalu I, pak existuje primitivńı funkce
F k f na tomto intervalu.

Pomoćı primitivńı funkce zadefinujme určitý integrál funkce f od a do b, kde a, b ∈ R
a a < b. Jsou-li funkce f a F spojité na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a je-li F primitivńı k f
na (a, b), definujeme určitý integrál funkce f od a do b jako∫ b

a

f(x) dx := F (b)− F (a). (1)

Vztah (1) se často nazývá Newtonův-Leibnizův vzorec1,2. Pro zjednodušeńı zápisu se
pro rozd́ıl hodnot F (b) a F (a) zavád́ı toto značeńı:

[F (x)]ba
ozn.
= F (b)− F (a).

Popǐsme si nyńı geometrický význam určitého integrálu. Nejprve předpokládejme, že je
funkce f spojitá a nezáporná na intervalu 〈a, b〉. Pak integrál∫ b

a

f(x) dx

je roven obsahu rovinného obrazce ohraničeného osou x, grafem funkce f a př́ımkami x = a
a x = b, viz obr. 1. Nyńı rozšǐrme naše úvahy na spojité funkce, které mohou být v intervalu

Obrázek 1: Význam určitého integrálu

〈a, b〉 záporné. Necht’ je např. funkce f záporná na intervalu (c, d) ⊂ 〈a, b〉, viz obr. 2. Potom
také ∫ d

c

f(x) dx < 0.

1Isaac Newton (1643–1727) – významný anglický fyzik, matematik a astronom
2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646–1716) – významný německý matematik
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Chceme-li pak pomoćı tohoto integrálu vypoč́ıst obsah plochy ohraničené osou x, gra-
fem funkce f a př́ımkami x = c a x = d, muśıme na této části vźıt integrál s opačným
znaménkem. Bude-li nás dále zaj́ımat obsah plochy, kterou ohraničuje osa x, graf funkce
f a př́ımky x = a a x = b, a bude-li funkce f prot́ınat v intervalu 〈a, b〉 osu x, muśıme
tyto pr̊useč́ıky naj́ıt a rozdělit interval 〈a, b〉 na intervaly, na nichž má f totéž znaménko.
Na těchto intervalech spočteme integrály funkce f . Výsledný obsah plochy pak dostaneme
jako součet všech vypočtených integrál̊u, přičemž integrály na těch intervalech, kde je f
nekladná, muśıme uvažovat se záporným znaménkem (viz obr. 2).

Obrázek 2: Obsah rovinného obrazce a určitý integrál

Přibližný výpočet určitého integrálu

V př́ıpadě, že primitivńı funkci nelze vyjádřit elementárńımi nebo tabelovanými fun-
kcemi, Newton̊uv-Leibniz̊uv vzorec (1) nemůžeme použ́ıt. Někdy zase může být hledáńı
primitivńı funkce př́ılǐs složité či časově náročné. V těchto př́ıpadech často přistupujeme
k tzv. numerickému výpočtu daného určitého integrálu, který nám dá přibližnou hod-
notu integrálu s danou přesnost́ı. V následuj́ıćım textu si přibĺıž́ıme dvě základńı metody
přibližného výpočtu určitého integrálu, a to obdélńıkové a lichoběžńıkové pravidlo.

Obdélnı́kové pravidlo

Rozdělme nejprve interval 〈a, b〉 na n stejných d́ılk̊u o délce

h =
b− a
n

. (2)

Krajńı body i-tého d́ılku postupně označme xi−1 a xi; plat́ı tedy

x0 = a < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. (3)

Vypočteme si dále středy jednotlivých d́ılk̊u:

ci =
xi−1 + xi

2
, i = 1, 2, . . . , n.
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Na i-tém d́ılku pak funkci f nahrad́ıme konstantńı funkćı o hodnotě f(ci) a hledaný integrál
budeme aproximovat takto:∫ b

a

f(x) dx ≈ hf(c1) + hf(c2) + · · ·+ hf(cn) = h
n∑
i=1

f(ci).

Např́ıklad integrál funkce f od a do b z obr. 3 tak nahrazujeme součtem obsah̊u př́ıslušných
obdélńık̊u.

Obrázek 3: Aproximace obdélńıky (n = 4)

Lze ukázat, že pokud existuje spojitá f ′′ na 〈a, b〉, potom pro chybu aproximace plat́ı∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx− h
n∑
i=1

f(ci)

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

24n2
max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|. (4)

Lichoběžnı́kové pravidlo

Interval 〈a, b〉 rozděĺıme stejně jako u obdélńıkového pravidla na d́ılky shodné délky,
viz (2) a (3). Hledaný integrál budeme aproximovat takto:∫ b

a

f(x) dx ≈ h
f(x0) + f(x1)

2
+ h

f(x1) + f(x2)

2
+ · · ·+ h

f(xn−1) + f(xn)

2
=

=
h

2
(f(x0) + 2f(x1) + · · ·+ 2f(xn−1) + f(xn)) =

h

2

(
f(x0) + f(xn) + 2

n−1∑
i=1

f(xi)

)
.

Např́ıklad integrál funkce f od a do b z obr. 4 tak nahrazujeme součtem obsah̊u př́ıslušných
lichoběžńık̊u.

Je možné ukázat, že pokud existuje spojitá f ′′ na 〈a, b〉, potom pro chybu aproximace
plat́ı ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x) dx − h

2

(
f(x0) + f(xn) + 2

n−1∑
i=1

f(xi)

)∣∣∣∣∣ ≤ (b− a)3

12n2
max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|.
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Obrázek 4: Aproximace lichoběžńıky (n = 4)

Všimněme si, že u lichoběžńıkového pravidla máme odhad chyby aproximace horš́ı než u
obdélńıkového pravidla, přestože u obdélńıkového pravidla už́ıváme nahrazeńı konstantńımi
funkcemi a u lichoběžńıkového pravidla použ́ıváme nahrazeńı lineárńımi funkcemi.3 Z uve-
dených vzorc̊u pro odhad chyby aproximace lze určit, jaký počet d́ılk̊u zaruč́ı požadovanou
přesnost aproximace. Jelikož ovšem odhady obsahuj́ı druhé derivace, jejichž hodnoty ne-
muśı být lehké odhadnout, může být výpočet počtu potřebných d́ılk̊u náročný a výsledek
pesimistický.

Úkol 2.1 Pomoćı obdélńıkového pravidla spočtěte přibližně obsah jednotkového kruhu a
výsledky porovnejte se skutečným obsahem daného kruhu.

Obrázek 5: Jednotkový kruh

Úkol 2.2 Pomoćı obdélńıkového pravidla spočtěte přibližně obsah srdce na obr. 6 a
výsledky porovnejte se skutečným obsahem srdce.

3Aproximačńı vlastnosti obdélńıkového a lichoběžńıkového pravidla si lze detailněji prostudovat např.
v [2].
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Obrázek 6: Matematické srdce

Úkol 2.3 Aproximujte hodnotu integrálu∫ 1

0

x2 dx

pomoćı obdélńıkového pravidla tak, aby chyba aproximace byla nejvýše 10−4. Určete počet
d́ılk̊u děleńı intervalu 〈0, 1〉, který zaruč́ı dosažeńı požadované přesnosti.

Monte Carlo

Monte Carlo je tř́ıda výpočetńıch algoritmů založená na prováděńı náhodných experi-
ment̊u. Této metody se často použ́ıvá pro simulaci fyzikálńıch a matematických systémů.
Výsledkem provedeńı velkého množstv́ı experiment̊u je obvykle pravděpodobnost určitého
jevu. Na základě źıskané pravděpodobnosti a známých vztah̊u pak spoč́ıtáme potřebné
výsledky. Protože metoda vyžaduje generováńı velkého souboru náhodných dat, je vhodné
pro jej́ı implementaci použit́ı poč́ıtače. Metod Monte Carlo se použ́ıvá v př́ıpadě, kdy je
př́ılǐs pracné nebo nemožné nalézt přesný výsledek jiným zp̊usobem. Jej́ı výhodou je jed-
noduchá implementace, nevýhodou relativně malá přesnost. Pro odhad přesnoti metody
Monte Carlo plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. S pravděpodobnost́ı 75 procent nemá chyba apro-
ximace hodnotu větš́ı než 1/

√
n. Tzn. např́ıklad pro 104 pokus̊u nám s pravděpodobnost́ı

75 procent chyba nepřekroč́ı hodnotu 0,01.
My si ukážeme tři zp̊usoby, jak pomoćı Monte Carla spoč́ıtat určitý integrál. Prvńı

dvě metody jsou si typově podobné a spoč́ıvaj́ı v určeńı poměru obsah̊u neznámé plochy a
plochy, jej́ıž obsah známe.
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Náhodné souřadnice

Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak pomoćı Monte Carla odhadnout určitý integrál, je pomoćı ná-
hodného generováńı souřadnic v rovině. Princip si můžeme ukázat na problému určeńı
integrálu

1∫
0

√
1− x2 dx, (5)

který odpov́ıdá spoč́ıtáńı obsahu plochy vymezené grafem funkce
√

1− x2, osou x a osou y.
Grafem integrované funkce je na intervalu 〈0, 1〉 čtvrtina kružnice (viz obr. 7). Označme

ṕısmenem S plochu mezi t́ımto grafem, osou x a osou y. Nejprve veṕı̌seme plochu S do
obrazce, jehož obsah známe, třeba do jednotkového čtverce. Metoda Monte Carlo funguje
tak, že v jednotkovém čtverci náhodně generuje body. Pravděpodobnost, že vygenerovaný
bod lež́ı v S, je rovna poměru obsahu plochy S k obsahu plochy jednotkového čtverce, do
kterého jsme ji uzavřeli.

Obrázek 7: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce
√

1− x2 (zakreslena červeně) na
intervalu 〈0, 1〉 pomoćı generováńı souřadnic v rovině. Pokryt́ı plochy jednotkového čtverce
pomoćı 100 (vlevo) a 10 000 (vpravo) náhodně generovaných bod̊u (zakresleny modře).
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Úkol 2.4 Odhadněte č́ıslo π pomoćı metody Monte Carlo. Využijte k tomu integrál

1∫
0

√
1− x2 dx,

jehož odhad nám dá přibližnou hodnotu π/4. N

Tento př́ıstup je intuitivńı a kromě simulace v poč́ıtači si jej lze vyzkoušet i v praxi,
např́ıklad budete-li mı́t dlouhou chv́ıli na ṕısečné pláži. Generováńı bod̊u neńı nic jiného,
než házeńı kamı́nk̊u (náhodnou silou a náhodným směrem) do jednotkového čtverce, ve
kterém máme nakreslený graf funkce, jej́ıž integrál chceme odhadnout. Poměr počtu ka-
mı́nk̊u, které spadly pod graf funkce, k celkovému počtu kamı́nk̊u ve čtverci nám dá odhad
daného integrálu.

Náhodná procházka

Z̊ustaňme na chv́ıli u představy simulace pomoćı házeńı kamı́nk̊u do ṕısku a představme
si, že se chce do simulace zapojit i malé d́ıtě, které ještě nedohod́ı dost daleko. Pro jedno-
duchost uvažujme, že d́ıtě může házet kamenem jen ve čtverci o délce strany δ < 1. Pokud
bychom pokračovali podle předchoźıch pravidel, nebyly by pozice ve čtverci generovány
zcela náhodně. Je tedy třeba nějak upravit algoritmus.

Jedna z možnost́ı je, že se prvńı kámen hod́ı náhodně do jednotkového čtverce a poté
se bude konstruovat náhodná procházka podle následuj́ıćıch pravidel:

• každý hod zač́ıná v mı́stě dopadu předchoźıho hodu,

• háźı se náhodně ve čtverci o délce strany δ, jehož střed je v mı́stě, odkud se zrovna
háźı,

• pokud by nějaký hod mı́̌ril ven z jednotkového čtverce, kamı́nek se polož́ı na předchoźı
kámen a pokračuje se ze stejného mı́sta (jinými slovy – hod se započ́ıtá, ale pozice
z̊ustane stejná).

Tento zp̊usob nám zaruč́ı, že po čase budou kameny ve čtverci rozmı́stěny opravdu
náhodně. Pak už můžeme opět pomoćı poměru počtu kamı́nk̊u pod grafem k celkovému
počtu kamı́nk̊u ve čtverci odhadnout hledaný obsah. Schéma náhodné procházky je na
obr. 8.

Tento zp̊usob je mnohem složitěǰśı a méně přesný než předchoźı, proto se využ́ıvá jen
v př́ıpadech, kdy neńı možné použ́ıt jiný př́ıstup. Nejčastěji se využ́ıvá v př́ıpadech, kdy
nejsme schopni náhodně vyb́ırat č́ısla s požadovanou hustotou pravděpodobnosti. V tomto
textu se však s podobným př́ıpadem nesetkáme – pokaždé voĺıme č́ısla s uniformńı (rov-
noměrnou) hustotou pravděpodobnosti.
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Obrázek 8: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce
√

1− x2 (zakreslena červeně) na
intervalu 〈0, 1〉 pomoćı generováńı souřadnic náhodnou procházkou. Konstrukce náhodné
procházky s δ = 0,25 pomoćı 15 (vlevo) a 10 000 (vpravo) bod̊u (zakresleny modře).

Úkol 2.5 Odhadněte č́ıslo π pomoćı metody Monte Carlo s generováńım bod̊u pomoćı
náhodné procházky. Opět se nám bude hodit integrál

1∫
0

√
1− x2 dx,

jehož odhad nám dá přibližnou hodnotu π/4. N

Crude Monte Carlo

Tato metoda je odvozena z definice určitého integrálu a využ́ıvá vzorec

1∫
0

f (x) dx = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f (xi) , (6)

kde body xi, ve kterých se funkce vyč́ısluje, jsou generovány náhodně na intervalu 〈0, 1〉.
Na rozd́ıl od předchoźıch metod, které odhadovaly plochu pod grafem pomoćı poměru

bod̊u pod grafem k celkovému počtu bod̊u, tento př́ıstup poč́ıtá odhad pomoćı pr̊uměru
funkčńıch hodnot v náhodných bodech. Nepotřebujeme tedy generovat body v rovině, ale
pouze v jednom rozměru. Jak tato metoda funguje, můžete vidět na obr. 9.
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Obrázek 9: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce
√

1− x2 na intervalu 〈0, 1〉 pomoćı
metody Crude Monte Carlo. Horńı (modrá) řada odpov́ıdá simulaci s n = 15 vyč́ısleńımi,
spodńı (černá) odpov́ıdá simulaci s n = 500 vyč́ısleńımi. V levé části jsou vykresleny
jednotlivé př́ıspěvky tak, jak byly generovány v pr̊uběhu simulace. Vpravo jsou seřazeny
tak, aby se nepřekrývaly pro snazš́ı porovnáńı s odhadovanou plochou.

Úkol 2.6 Odhadněte č́ıslo π pomoćı metody Crude Monte Carlo. Využijeme integrál

1∫
0

√
1− x2 dx,

jehož odhad nám dá přibližnou hodnotu π/4. N

Vše najdete podrobně popsáno v Jupyter Notebook
”
cv2“ a

”
cv2 reseni“, který nalez-
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nete na adrese

https : //mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM/main

a také jsme připravili video na YouTube prováděj́ıćı t́ımto cvičeńım, které najdete v play-
listu

https : //youtube.com/playlist?list = PLV rbfTRvGpyU2u− 4iSNoGh8tprKIo9hvx.
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Cvičeńı 3: Modelováńı procesu vedeńı tepla

Uvažujme oblast tvaru obdélńıku o stranách a, b. V počátečńım čase t = 0 má každý
bod oblasti určitou teplotu. Úkolem tohoto cvičeńı je modelovat pr̊uběh vedeńı tepla v čase,
tedy spoč́ıtat teplotu v oblasti po uplynut́ı určitého času. Teplotu budeme reprezentovat
pomoćı funkce

u : R3 → R,

hodnota u (x, y, t) udává teplotu v bodě o souřadnićıch (x, y) v čase t.

dy

dx
(0, 0) (a, 0)

(0, b) (a, b)

Obrázek 10: Diskretizace obdélńıkové oblasti

Nejprve provedeme tzv. diskretizaci - zadanou oblast rozděĺıme na shodné obdélńıkové
podoblasti o stranách dx, dy, viz obr. 10. Pro jednoduchost nebudeme pracovat s hod-
notami funkce u ve všech bodech zadané oblasti, ale teplotu v každé podoblasti budeme
aproximovat pouze jednou hodnotou. Teplotu v podoblasti A (viz obr. 11) tedy reprezen-
tujeme pomoćı hodnoty v bodě (x, y) a podobně v sousedńıch podoblastech B, C, D, E.

Obrázek 11: Podoblasti B, C, D, E soused́ıćı s podoblast́ı A

Aby bylo zadáńı kompletńı, je potřeba specifikovat tzv. okrajové podmı́nky. Budeme
předpokládat, že teplota na hranici oblasti se v čase neměńı, tj. z̊ustává stejná jako v čase
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t = 0. V řeči diskretizované úlohy budeme předpokládat, že teplota v podoblastech lež́ıćıch
na okraji oblasti z̊ustává stále stejná.

Proces vedeńı tepla si zkuśıme rozmyslet nejprve z fyzikálńıho pohledu. Poté si ukážeme
jednu z možnost́ı, jak k tomuto problému přistupovat z pohledu matematiky.

Fyzikálńı odvozeńı vedeńı tepla (1. zp̊usob)

Budeme předpokládat, že zadaná oblast tvaru obdélńıku má i třet́ı rozměr - tloušt’ku h. Ve
skutečnosti se tedy jedná o kvádr a× b× h. Vyberme dvě libovolné soused́ıćı podoblasti a
označme je A a B, viz obr. 12. Předpokládejme, že každá z podoblast́ı má jinou teplotu. Z
fyziky umı́me určit množstv́ı tepla, které během určitého času předá tepleǰśı podoblast té
chladněǰśı. Toto předané teplo zp̊usob́ı sńıžeńı teploty v tepleǰśı podoblasti a zvýšeńı tep-
loty v chladněǰśı podoblasti, postupně tedy docháźı k vyrovnáváńı teplot. Při odvozováńı

Obrázek 12: Š́ı̌reńı tepla Q z podoblasti B do podoblasti A

budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı:

dx [m], dy [m], dt [s] diskretizačńı kroky
u [K] teplota
λ [W m−1K−1] součinitel tepelné vodivosti
ρ [kg m−3] hustota
c [J kg−1K−1] měrná tepelná kapacita
m [kg] hmotnost

Označ́ıme uA, λA, ρA, cA, mA veličiny v podoblasti A, podobně pro podoblast B. Základńı
jednotkou teploty je Kelvin. My však budeme pracovat pouze s teplotńımi rozd́ıly, můžeme
proto bez obav použ́ıvat stupně Celsia (obě stupnice jsou navzájem pouze posunuty
o hodnotu 273,15).

Vyjděme z toho, že známe teplotu v obou oblastech v čase t, tedy hodnoty uA (t) a
uB (t). Naš́ım úkolem bude určit teploty po uplynut́ı času dt, neboli hodnoty uA (t+ dt)
a uB (t+ dt). Nejprve urč́ıme množstv́ı tepla Q, které předá podoblast B podoblasti A za
časový krok dt. Pro toto předané teplo plat́ı

Q = q dy h dt, (7)

kde q je hustota tepelného toku a dy h je plocha společná podoblastem A a B. Teplotu
v podoblastech reprezentujeme pomoćı hodnot ve středu těchto podoblast́ı, teplo mezi
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oběma středy tedy prostupuje vzdálenost dx
2

přes materiál podoblasti A a dx
2

přes materiál
oblasti B. Hustotu tepelného toku q urč́ıme pomoćı vzorce

q =
uB (t)− uA (t)

dx
2

(
1
λA

+ 1
λB

) . (8)

Zbývá určit, o kolik stupň̊u se zvýš́ı teplota podoblasti A po předáńı tepla Q z podoblasti
B, tento teplotńı př́ır̊ustek označ́ıme ∆uBA. Hodnota ∆uBA záviśı na tepelné kapacitě CA
podoblasti A, plat́ı

∆uBA =
Q

CA
, (9)

kde
CA = mAcA = dx dy h ρA cA. (10)

Dosazeńım vztah̊u (7), (10) a (8) do vzorce (9) źıskáváme

∆uBA =
q dy h dt

dx dy h ρA cA
=
uB(t)− uA(t)

dx
2

(
1
λA

+ 1
λB

) dy h dt

dx dy h ρA cA
=

2 (uB (t)− uA (t)) dt(
1
λA

+ 1
λB

)
ρA cAdx2

.

Můžeme si všimnout, že výsledný vzorec neobsahuje tloušt’ku h, ta se nám hodila pouze
při odvozováńı.

Stejným zp̊usobem bychom vyjádřili hodnoty ∆uCA, ∆uDA a ∆uEA, tedy změny teploty
podoblasti A vlivem kontaktu s podoblastmi C, D a E (viz obr. 11). Teplotu podoblasti
A v čase t+ dt pak vyjádř́ıme jako součet

uA (t+ dt) ≈ uA (t) + ∆uBA + ∆uCA + ∆uDA + ∆uEA. (11)

Vyjádřili jsme tedy teplotu v podoblasti A v čase t+ dt pomoćı teplot v podoblastech A,
B, C, D, E v čase t. Oblasti A až E můžeme ztotožnit s uzly (x, y) až (x, y − dy), vzorec
(11) tedy můžeme převést do podoby

u (x, y, t+ dt) ≈ u (x, y, t) +
2

ρ (x, y) c (x, y)
dt

u (x− dx, y, t)− u (x, y, t)(
1

λ(x,y)
+ 1

λ(x−dx,y)

)
dx2

+ (12)

u (x, y + dy, t)− u (x, y, t)(
1

λ(x,y)
+ 1

λ(x,y+dy)

)
dy2

+
u (x+ dx, y, t)− u (x, y, t)(

1
λ(x,y)

+ 1
λ(x+dx,y)

)
dx2

+
u (x, y + dy, t)− u (x, y, t)(

1
λ(x,y)

+ 1
λ(x,y+dy)

)
dy2

 .

14



Odvozeńı pomoćı konečných diferenćı (2. zp̊usob)

V předchoźı sekci jsme popsali model vedeńı tepla pomoćı známých fyzikálńıch zákon̊u.
Matematicky lze proces vedeńı tepla v čase reprezentovat pomoćı parciálńı diferenciálńı
rovnice

∂u

∂t
=

λ

ρc

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
, (13)

v́ıce o parciálńıch derivaćıch lze naj́ıt v př́ıloze D.
Opět využijeme diskretizaci z obr. 10. Pro jednoduchost budeme předpokládat, že hod-

noty veličin λ, c, q jsou shodné ve všech podoblastech, uvažujeme tedy homogenńı materiál.
Parciálńı derivace, které se vyskytuj́ı v rovnici (13), aproximujeme pomoćı tzv. diferenćı.
Pro aproximaci derivace podle proměnné x voĺıme krok dx, pro proměnnou y krok dy a
pro proměnnou t krok dt. Zjednodušeně můžeme ř́ıct, že

”
zanedbáme“ limitu v definici D.1

(viz str. 23):

∂u

∂t
(x, y, t) ≈ u (x, y, t+ dt)− u (x, y, t)

dt
,

∂u

∂x
(x, y, t) ≈ u (x+ dx, y, t)− u (x, y, t)

dx
,

∂u

∂y
(x, y, t) ≈ u (x, y + dy, t)− u (x, y, t)

dy
.

Dále vyjádř́ıme aproximaci druhé parciálńı derivaćı podle proměnné x

∂2u

∂x2
(x, y, t) ≈

∂u
∂x

(x, y, t)− ∂u
∂x

(x− dx, y, t)
dx

≈
u(x+dx,y,t)−u(x,y,t)

dx
− u(x,y,t)−u(x−dx,y,t)

dx

dx
=

=
u (x+ dx, y, t)− u (x, y, t)

dx2
+
u (x− dx, y, t)− u (x, y, t)

dx2

a analogicky podle proměnné y

∂2u (x, y, t)

∂y2
≈ u (x, y + dy, t)− u (x, y, t)

dy2
+
u (x, y − dy, t)− u (x, y, t)

dy2
.

Dosazeńım do rovnice (13) źıskáváme přibližnou rovnost

u (x, y, t+ dt)− u (x, y, t)

dt
≈ λ

ρc

(
u (x+ dx, y, t)− u (x, y, t)

dx2
+

+
u (x− dx, y, t)− u (x, y, t)

dx2
+
u (x, y + dy, t)− u (x, y, t)

dy2
+
u (x, y − dy, t)− u (x, y, t)

dy2

)
,

z ńıž můžeme vyjádřit

u (x, y, t+ dt) ≈ u (x, y, t) +
λ

ρc
dt

(
u (x− dx, y, t)− u (x, y, t)

dx2
+ (14)
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+
u (x+ dx, y, t)− u (x, y, t)

dx2
+
u (x, y − dy, t)− u (x, y, t)

dy2
+
u (x, y + dy, t)− u (x, y, t)

dy2

)
.

Vyjádřili jsme tedy teplotu v bodě (x, y) v čase t + dt pomoćı teplot v bodech (x, y),
(x+ dx, y), (x− dx, y), (x, y + dy) a (x, y − dx) v čase t. Jinými slovy - teplotu v podoblasti
A v čase t + dt jsme opět vyjádřili pomoćı teplot v podoblastech A, B, C, D, E v čase
t. Můžeme si povšimnout, že pokud bychom při fyzikálńım odvozováńı v předchoźı sekci
uvažovali homogenńı materiál (tedy λA = λB = λ, ρA = ρ a cA = c), vzorec (12) by přešel
do podoby (14).

Implementace

Oba výše uvedené př́ıstupy vedou na stejný postup implementace. Vstupem programu jsou
tři matice stejné velikosti źıskané diskretizaćı zadané oblasti:

• matice teplot v počátečńım čase t = 0,

• matice součinitel̊u tepelné vodivosti λ,

• matice hodnot ρc (hustota krát měrná tepelná kapacita),

dále velikosti diskretizačńıch krok̊u dx, dy, dt a celkový počet časových krok̊u N .
Stěžejńı část́ı zdrojového kódu je implementace jednoho časového kroku. Matici teplot

v čase t = 0 označ́ıme U0. Matici teplot v čase t = dt (označme U1) urč́ıme následovně:

1. Nastav́ıme U1 = U0.

2. V cyklu projdeme všechny prvky matice U1 kromě okrajových.

Každý prvek odpov́ıdá jedné podoblasti (označ́ıme A). V matici U0 najdeme hodnoty
teploty ve čtyřech sousedńıch podoblastech v předchoźım časovém kroce. Pomoćı nich
urč́ıme hodnoty ∆uBA, ∆uCA, ∆uDA, ∆uEA a přičteme je k danému prvku matice
U1.

Těchto časových krok̊u provedeme v cyklu celkem N . Výstupem je tedy matice teplot v śıti
po uplynut́ı N časových krok̊u. Př́ıpadně je možné ukládat tuto matici jako obrázek vždy
po uplynut́ı určitého počtu časových krok̊u a z výsledných obrázk̊u vytvořit animaci.

Při implementaci začneme nejprve zjednodušenou situaćı, kdy budeme předpokládat
homogenńı materiál. V tomto př́ıpadě tedy nemuśıme zadávat λ a ρc v podobě matic,
jedná se pouze o konstanty, viz následuj́ıćı zdrojový kód v jazyce Python. Daľśı rozš́ı̌reńı
tohoto základńıho kódu naleznete na adrese

https : //mybinder.org/v2/gh/Beremi/SKOMAM/main

v podobě Jupyter Notebooku cv3 teplo. Také jsme připravili video na YouTube prováděj́ıćı
t́ımto cvičeńım, které najdete v playlistu

https : //youtube.com/playlist?list = PLV rbfTRvGpyU2u− 4iSNoGh8tprKIo9hvx.
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import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

dx = 0.01 # de l ka i n t e r v a l u d i s k r e t i z a c e ve vodorovnem smeru
dy = 0.01 # de l ka i n t e r v a l u d i s k r e t i z a c e ve s v i s l em smeru
dt = 0 .5 # v e l i k o s t casoveho kroku
N = 240 # pocet casovych kroku
lam = 80 # s o u c i n i t e l t e p e l n e v o d i v o s t i
rho c = 8000∗450 # hus to ta k ra t merna t epe lna kapac i t a

# Vytvorime mat ic i t e p l o t v pocatecnim case : ny . . . poce t radku ,
# nx . . . poce t s loupcu . Prvky matice tedy budeme indexova t v poradi y , x .
nx = 80 # pocet i n t e r v a l u d i s k r e t i z a c e ve vodorovnem smeru
ny = 60 # pocet i n t e r v a l u d i s k r e t i z a c e ve s v i s l em smeru
U0 = 20∗np . ones ( ( ny , nx ) ) # Pocatecni t e p l o t u nastavime na 20 stupnu .
U0 [ 2 : 3 2 , 3 0 : 6 0 ] = 70 # Do o b l a s t i ” v loz ime ” c t v e r e c o v y s s i t e p l o t e
U0 [ 3 5 : 5 0 , 1 5 : 3 0 ] = 2 # a c t v e r e c o n i z s i t e p l o t e .

p l t . f i g u r e ( ) # Vykres l ime poca tecn i t e p l o t u .
p l t . imshow (U0 , cmap=” j e t ” , vmin=0, vmax=70, extent =(0 ,nx∗dx , 0 , ny∗dy ) )

const dx = lam/ rho c ∗dt /( dx∗∗2) # konstanta pro s i r e n i ve smeru x
const dy = lam/ rho c ∗dt /( dy∗∗2) # konsta tna pro s i r e n i ve smeru y
for i in range (N) : # cyk l u s pres casove kroky

U1 = U0 . copy ( ) # Teplotu v novem casovem kroku nastavime
# na hodnoty z predchoz iho casoveho kroku .

for x in range (1 , nx−1): # Projdeme vsechny vn i t r n i prvky matice U1,
for y in range (1 , ny−1): # t e p l o t u na o k r a j i nemenime .

u = U0 [ y , x ] # t e p l o t a v bode ( x , y ) v predchozim casovem kroku
# Teplotu v bode ( x , y ) upravime na zak l ade hodnot v sousednich
# 4 bodech . Vys ledek uloz ime do matice pro novy casovy krok .
U1 [ y , x ] += const dx ∗(U0 [ y , x−1]−u)
U1 [ y , x ] += const dx ∗(U0 [ y , x+1]−u)
U1 [ y , x ] += const dy ∗(U0 [ y−1,x]−u)
U1 [ y , x ] += const dy ∗(U0 [ y+1,x]−u)

U0 = U1 # Pripravime mat ic i U0 pro d a l s i casovy krok .

p l t . f i g u r e ( ) # Vykres l ime t e p l o t u v case N∗ dt .
p l t . imshow (U0 , cmap=” j e t ” , vmin=0, vmax=70, extent =(0 ,nx∗dx , 0 , ny∗dy ) )
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Na následuj́ıćım obrázku si můžeme prohlédnout grafický výstup výše uvedeného al-
goritmu, tedy porovnáńı počátečńıho rozložeńı teploty a rozložeńı teploty po 2 minutách.
Obdélńıková deska má rozměry 0,8 m × 0,6 m a je vyrobena z homogenńıho materiálu
s parametry λ = 80 W m−1K−1, ρ = 8000 kg m−3 a c = 450 J kg−1K−1. Obdélńık jsme
rozložili na čtvercové podoblasti o délce strany dx = dy = 0,01 m, přičemž výpočet jsme
prováděli s časovým krokem dt = 0,5 s.
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Obrázek 13: Počátečńı rozložeńı teploty: červená část má teplotu 70 ◦C, tmavě modrá 2 ◦C
a světle modrá 20 ◦C (vlevo) a stav po uplynut́ı 120 s (vpravo)
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Apendix A: Inverzńı funkce

Definice A.1 Bud’ f : R→ R. Funkci f−1, pro niž plat́ı současně:

i) definičńı obor Df−1 funkce f−1 je roven oboru hodnot funkce f ,

ii) pro každé x ∈ Df−1 plat́ı, že f−1(x) = y ⇔ f(y) = x,

nazveme funkcı́ inverznı́ k funkci f .

Poznámka A.1 Lze ukázat, že f−1 existuje právě tehdy, je-li f prostá. Graf f−1 je
přitom osově souměrný s grafem f dle př́ımky y = x.

20



Apendix B: Funkce arkussinus

Definice B.1 Funkci inverzńı k funkci sinus zúžené na interval
〈
−π

2
, π
2

〉
nazveme arkussinus

a označujeme jako arcsin, tj.

arcsin :=
(

sin|〈−π2 ,π2 〉
)−1

.

Pozorováńı B.1 Funkce arkussinus má tyto vlastnosti (viz také ńıže uvedený obrázek):

• definičńı obor je roven 〈−1, 1〉,

• oborem hodnot je interval
〈
−π

2
, π
2

〉
,

• funkce arcsin je lichá, tj. arcsin x = arcsin (−x) pro každé x ∈ 〈−1, 1〉.
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Apendix C: Pár slov o derivaci

Definice C.1 Bud’ f : R→ R a x ∈ R. Existuje-li

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

znač́ıme ji f ′(x) a nazýváme derivacı́ funkce f v bodě x.

Poznámka C.1 Většinou – a nejinak je to v tomto textu – se pod pojmem derivace
rozumı́ konečná (tzv. vlastnı́) derivace.

Věta C.1 Bud’ f, g : R→ R a x ∈ R. Pak plat́ı

• (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x), má-li pravá strana rovnosti smysl,

• (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x), existuj́ı-li (vlastńı) derivace f ′(x) a g′(x),

•
(
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
, existuj́ı-li (vlastńı) derivace f ′(x) a g′(x) a je-li

g(x) 6= 0.

Pozorováńı C.1

• (c)′ = 0, c ∈ R (konst.), x ∈ R,

• (xr)′ = rxr−1, r ∈ R, x ∈ (0,+∞),

• (sinx)′ = cosx, x ∈ R,

• (cosx)′ = − sinx, x ∈ R,

• (tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R \

{π
2

+ kπ : k ∈ Z
}

,

• (cotg x)′ = − 1

sin2 x
, x ∈ R \ {kπ : k ∈ Z},

• (ex)′ = ex, x ∈ R,

• (lnx)′ =
1

x
, x ∈ (0,+∞).
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Apendix D: Parciálńı derivace

Definice D.1 Necht’ funkce f : Rn → R je definována na nějakém okoĺı bodu

c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ Rn.

Existuje-li konečná

lim
h→0

f(c1, . . . , ci−1, ci + h, ci+1, . . . , cn)− f(c)

h
,

znač́ıme ji fxi(c) nebo ∂f
∂xi

(c) a nazýváme parciálnı́ derivacı́ funkce f podle i-té
proměnné v bodě c.

Poznámka D.2 Parciálńı derivace funkce f podle i-té proměnné x v bodě c je tedy rovna
klasické derivaci funkce jedné proměnné

g(t) = f(c1, . . . , ci−1, t, ci+1, . . . , cn)

v bodě t = ci.

Poznámka D.3 Budeme-li uvažovat n = 2, tak funkce f přǐrazuje danému bodu (x, y)
hodnotu f(x, y) (tj.

”
výšku“ bodu (x, y, f(x, y)) nad rovinou xy). Grafem takovéto funkce

je tedy plocha z = f(x, y) definovaná na nějaké části roviny xy. Uvažujme na chv́ıli, že tato
plocha je

”
hladká“ a definovaná na celé rovině xy a zamysleme se, jaký význam má parciálńı

derivace funkce f podle proměnné x v bodě c = (c1, c2). Provedeme-li řez dané plochy ro-
vinou y = c2 (tj. rovinou procházej́ıćı bodem c, rovnoběžnou s osou x a kolmou k rovině
xy), dostáváme křivku, kterou můžeme popsat funkćı z = g(x) = f(x, c2). Parciálńı deri-
vace funkce f podle proměnné x v bodě c pak neńı nic jiného než směrnice tečny funkce g
sestrojené v dotykovém bodě (c1, g(c1)). K pochopeńı může pomoci i následuj́ıćı obrázek.
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Obrázek 14: Ilustrace významu parciálńıch derivaćı funkce f dvou proměnných x a y
v bodě c.
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