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Cim se zabyva teorie pravdépodobnosti?

Pokus — déj, ktery probiha, resp. nastava opakované za urcitych, stejnée
nastavenych, pocatecnich podminek.

Deterministické pokusy X Nahodné pokusy
Za uréitych poéate¢nich podminek .Pro'ur(:ité Eoééteé?i,podrrjinky ]
se dostavi vidy stejny vysledek. existuje mnozina moznych vysledkd,

pricemz jeden z nich nastane.

Pravdépodobnost je...



Zakladni pojmy
* Nahodny pokus — konecCny déj, jehoz vysledek neni predem jednoznacné

urcen podminkami, za nichz probiha

* Nahodny jev —tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, o jehoz pravdivosti
muUzeme po ukonceni pokusu rozhodnout

(znacime A, B, X, Y, ...)

* Elementarni jev w — jednotlivy vysledek nahodného pokusu (nelze jej
vyjadrit jako sjednoceni dvou rtznych jevl)

e Zakladni prostor Q —mnozina vSech elementarnich jev(

Pravdépodobnost je... 3



\lybrané vztahy mezi jevy

)

doplnék jevu A

A
a4 N
. Q
. B
& )

prunik jevi A a B
ANB

& )

sjednoceni jevu A a B

AUB

jevy disjunktni

(neslucitelné)



Co je to pravdepodobnost?

Ciselné vyjadreni $ance,

ze pri nahodném pokusu dany jev nastane.

% Q
jev nemozny jev jisty

jev prakticky jisty

0 0,05 0,95
|

jev prakticky nemozny

Jak pravdépodobnost definovat?

Pravdépodobnost je...



PocCatky teorie pravdepodobnosti — 17. stoleti

Jak rozdélit spravedlivé bank mezi
hrace, byla-li série hazardnich her
ukoncena predcasnée?

Blaise Pascal (1623 — 1662) Pierre de Fermat (1601 — 1665)

Pravdépodobnost je... 6



Klasicka definice pravdéepodobnosti
(Pierre Simon de Laplace, 1812)

Zalozena na predpokladu, ze nahodny pokus muize mit n rlznych, avsak
rovnocennych vysledku.

Necht Q) je mnozZina n rovnocenych elementarnich jeva.

Pravdépodobnost jevu A, jenzZ je slozen z m téchto elementarnich jevud
je:

P(A) =%

Méjme ,,férovou” hraci kostku. Jaka je pravdépodobnost, ze padne ,6“?

Oznalme: A ... padne ,,6% pak P(A)= 1

6



Statisticka definice pravdépodobnosti
(Richard von Mises, pocatek 20. stoleti)

Pocet realizaci pokusu
priznivych jevu A

Pocet vSech realizaci
pokusu

Jaka je pravdépodobnost padnuti, 6 na hraci kostce, nevime-li, zda je tato
kostka ,,férova“?



Geometricka pravdepodobnost

Zobecnéni klasické pravdépodobnosti pro pripad, kdy pocet vSech moznych
vysledkd nahodného pokusu je nespocetny.

V roviné (pripadné na primce nebo v prostoru) je dana urcita oblast Q a v ni
dalsi uzavrena oblast A. Pravdépodobnost jevu A, ktery spociva v tom, Ze
nahodné zvoleny bod v oblasti Q lezi i v oblasti A je:

_IA

"M

Jaka je pravdépodobnost, Ze meteorit dopad| na pevninu?



Kolmogorovuv axiomaticky systém
(Andrej Nikolajevic Kolmogorov, 1933)

* Definuje pojem pravdépodobnosti a jeji vlastnosti, neudava vsak zadny
navod k jejimu stanoveni.
1. Pravdépodobnost kazdého jevu A je realné Cislo mezi 0 a 1 (vCetné).

2. Pravdépodobnost, Ze néjaky jev nastane (pravdépodobnost jevu
jistého) je rovna 1.

3. Pravdépodobnost, Ze nastane néktery z navzajem se vylucujicich jevd,
je rovna souctu jejich pravdépodobnosti. A to pro kazdych spocetné
mnoho jevd.

Pravdépodobnost je... 10



1. Vurnéje 20 ruznych Utvarl (viz obrazek). Nahodné bude
vybran jeden z nich.

Oznacme:
C ... nahodné vybrany utvar je Cerveny
¥ ... nahodné vybrany utvar je srdicko

Pravdépodobnost je...

11



.V urné je 20 rtznych Utvaru (viz obrazek). Nahodné bude

vybran jeden z nich.

a) Urcete P(C).

P(C)=2¢=2 =025

C —
n 20

Pravdépodobnost je...

12



1. Vurnéje 20 ruznych Utvarl (viz obrazek). Nahodné bude
vybran jeden z nich.

O
o © )
© @ 8 O

b) Uréete P(C N ).

P(CN®) =—==0,10

o ® og e ©®
-
©

Pravdépodobnost je...



1. Vurnéje 20 ruznych Utvarl (viz obrazek). Nahodné bude
vybran jeden z nich.

c) Urcete P(C|®).

Pravdépodobnost je...

14



Podminéna pravdepodobnost

tj. pravdépodobnost jevu, za predpokladu, ze nastal urCity jiny jev.

P(ANB)

P(A|B) = P(E)

,P(B) # 0

P(A|B) cti ,pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B”

Pravdépodobnost je...

15



1. Vurnéje 20 ruznych Utvarl (viz obrazek). Nahodné bude
vybran jeden z nich.

16



Podminéna pravdepodobnost

tj. pravdépodobnost jevu, za predpokladu, ze nastal urCity jiny jev.

P(ANB)

P(AIB) = Z5

,P(B) #0

P(A|B) cti ,,pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Zze nastal jev B”

Jestlize vyskyt jevu A nezavisi na vyskytu jevu B a zaroven vyskyt jevu B
nezavisi na vyskytu jevu A, pak rikdme, ze jevy A a B jsou nezavislé. Pak plati:
P(A|B) = P(4).

Pravdépodobnost je... 17



1. Vurnéje 20 ruznych Utvarl (viz obrazek). Nahodné bude
vybran jeden z nich.

d) Uréete P(C U ©).

Ne + N — Nene

P(Cu®e) = =P(C)+P(®)—P(CNY)

Pravdépodobnost je...

18



Vybrané vlastnosti pravdepodobnosti

Necht mnozina () obsahuje n elementdrnich jevd, necht P je
pravdépodobnost na této mnozing, A a B jevy. Potom plati :

1. 0<P(A) <1
2 P(Q)=1P@) =0
3 P(A)=1-P(4)

4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
* A, B... disjunktnijevy = P(AUB) = P(A) + P(B)

5. P(AnB) =P(A|B).P(B)
* A, B... nezavislé jevy = P(AN B) = P(4).P(B)



Modeloveé ulohy
aneb

hratky s kostkami

Pravdépodobnost je...

20



2. Hodime dvema kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 67

Pravdépodobnost je...

21



2. Hodime dvema kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 67

e 56 ...soucet ok na dvou kostkach bude 6 (ndhodny jev)
5
° P(S6) = g

Pravdépodobnost je... 22



3. Hodime dvema kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 6 a zaroven prave na jedné kostce
padne 47

e S6 ...soucet ok na dvou kostkach bude 6 (ndhodny jev)

e V4 ... pravé na jedné kostce padne 4 (ndhodny jev)

« P(S6 NV4) =—=—

Pravdépodobnost je... 23



3. Hodime dvema kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 6 a zaroven prave na jedné kostce
padne 47

Jiny zpisob reSen:
e S6 ...soucet ok na dvou kostkach bude 6 (ndhodny jev)

* V4 ... prave na jedné kostce padne 4 (ndhodny jev)

. P(S6 NV4) =?
* $6,V4 nejsou nezavislé jevy 213 |4 Iil 6 | 7
P(S6 NV4) = P(S6|V4) - P(V4) = 31 4]5 ' 7| 8
_2 10_2_1 4 6 8 | 9
10 36 36 18 ILI g Iil m
El 10 | 11
1| 12

Pravdépodobnost je... 24



3. Hodime dvema kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 6 a zaroven prave na jedné kostce
padne 47

Jiny zptisob reSeni (2):
e S6 ...soucet ok na dvou kostkach bude 6 (ndhodny jev)

e V4 ... pravé na jedné kostce padne 4 (ndhodny jev)

« P(S6 NV4) =7
* 56,V4 nejsou nezavislé jevy
P(S6 NV4) = P(V4|S6) - P(56)

2 5 2 1
5 36 36 18

Pravdépodobnost je... 25



4. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 8 nebo alespon na jedné kostce
padne 67

« S8 ...soucet ok na dvou kostkach bude 8 (ndhodny jev)

* K6 ...alespon na jedné kostce padne 6 (ndhodny jev)

. 10(58u1f<6)=§=17—8

Pravdépodobnost je... 26



4. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze soucet bude 8 nebo alespon na jedné kostce
padne 67

Jiny zpisob reSen:
e $8...soucet ok na dvou kostkach bude 8 (ndhodny jev)

* K6 ...alespon na jedné kostce padne 6 (ndhodny jev)

.« P(S8UK6) =
= P(S8) + P(K6) — P(58 N K6)

5 11 2 14 7

36 36 36 36 18

Pravdépodobnost je... 27



5. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,

ze alespon na jedné kostce padne lichy pocCet ok?

A ...alespon na jedné kostce padne lichy pocet ok

(ndhodny jev)

L. ...na Cervené kostce padne lichy poCet ok (ndhodny jev)

L, ...na Zluté kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

P(A) =

3

4

(klasicka definice pravdépodobnosti)

P(Lc) == 0,5

P(L;) = 0,5

Pravdépodobnost je...

P(L;) =05 P(Lz) =05

0,25

0,25

0,25

0,25

28



5. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze alespon na jedné kostce padne lichy pocCet ok?

Obecné:
* A ..alespon na jedné kostce padne lichy pocet ok

(ndhodny jev)
* L. ...na Cervene kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

* L, ...na zluté kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)
* PA) =P(ULcnL)ULcNL)U(LeNLy))=?

0,25 0,25

0,25 0,25

Pravdépodobnost je... 29



5. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze alespon na jedné kostce padne lichy pocCet ok?

Obecné:
* P(A)=P((LcnL)u(@cNnLly)U(Lenly))=0,75

« (LcNLy),(LcNLy),(LeNLy) .. nesluitelné jevy, proto:

P(LenLp)U(LenLy)U(LenLy))=PLeNLy)+PLeNLy)+P(LeNLy)
* L, Ly ... nezavislé jevy, proto:
P(L¢nLz) =P(Le) - P(Ly), P(Lz) =05 P(Lz) =05
P(LcnLy) =P(Le) - P(Ly),
P(LcnLz) =P(Le) - P(Ly).

P(L;) = 0,5 0,25 0,25

P(Lc) =05 0,25 0,25

Pravdépodobnost je... 30



5. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze alespon na jedné kostce padne lichy pocCet ok?

JednodusSeji:

* A ...alespon na jedné kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)
e A ...na zadné kostce nepadne lichy pocet ok (ndhodny jev)

* L. ...na Cervene kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

* L, ...na zluté kostce padne lichy pocet ok (ndh. jev)
P(A)=1-PA)=1—-P(L NLy) =?

P(L;) =05 P(Lz) =05

P(L;) = 0,5 0,25 0,25

P(Lc) =05 0,25 0,25

Pravdépodobnost je... 31



5. Hodime dvéma kostkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze alespon na jedné kostce padne lichy pocCet ok?

JednodusSeji:

* A ...alespon na jedné kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)
e A ...na zadné kostce nepadne lichy pocet ok (ndhodny jev)

* L. ...na Cervene kostce padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

* L, ...na zluté kostce padne lichy pocet ok (ndh. jev)
PA=1-PA)=1-P(L-nLy) =0,75

P(L;) =05 P(Lz) =05

P(L;) = 0,5 0,25 0,25

P(Lc) =05 0,25 0,25

Pravdépodobnost je... 32



6. Hodime dvakrat hraci kostkou. Jaka je pravdepodobnost,
ze alespon jednou padne lichy pocet ok?

A ...alespon jednou padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

A ...ani jednou nepadne lichy pocet ok (ndhodny jev)

L ...pri 1. hodu padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

L, ...pri 2.hodu padne lichy pocCet ok (ndhodny jev)
PA=1-PA)=1-P(L;nL,)=0,75

P(Ly) =05 P(L;) =05

Ly Ly

P(Ly) =05 | Ly 0,25 0,25

P(L,) =0,5 L_z 0,25 0,25




6. Hodime dvakrat hraci kostkou. Jaka je pravdépodobnost,
ze alespon jednou padne lichy pocet ok? (Kostka je ,cinknuta“ - &

pravdépodobnost, Zze na ni padne sudé Cislo je 0,6.)

A ...alespon jednou padne lichy pocet ok (ndhodny jev)

A ...ani jednou nepadne lichy pocet ok (ndhodny jev)

L ...pri 1. hodu padne lichy pocet ok (ndhodny jev)
L, ...pri 2.hodu padne lichy pocCet ok (ndhodny jev)

P(A)=1-PA) =1-P(I,nL,) = 0,64

P(LZ) = 0;4

P(L,) =06

P(L) =04 P(L,) =06

Ly Ly
L, 0,16 0,24
L, 0,24 0,36

["

) 4

&



Variace na dané téma

Pravdépodobnost je...



7. Rodina ma dveé déti.
A) Jaka je pravdepodobnost, ze maji dvé dcery?

* D, ...prvni dité je dcera (ndhodny jev)
* S; ...prvni dité je syn (ndhodny jev)
* D, ...druhé dité je dcera (ndhodny jev)
e S, ...druhé dit€ je syn (ndhodny jev)

* Predpokladejme, Ze p-st narozeni syna je 0,5.

* P(D;) = P(S;) = P(Dz) = P(S5;) =0,5 P(DY =05 PLS) =05
¢ P(Dl N Dz) — P(Dl) y P(Dz) —_ 0,25 D]_ S]_
P(D) =05| Dy 0,25 0,25

P(S;) =0,5 S, 0,25 0,25




7. Rodina ma dveé déti.
B) Jedno z déti je divka. Jaka je pravdépodobnost, ze maji
dve dcery?

* D, ...prvni dité je dcera (ndhodny jev)
* S; ...prvni dité je syn (ndhodny jev)
* D, ...druhé dité je dcera (ndhodny jev)
e S, ...druhé dit€ je syn (ndhodny jev)

* D ...alespon jedno z déti je divka (ndhodny jev)

« Predpokladejme, Ze p-st narozeni syna je 0,5. P(D) =05 P(S)) =05

« P(Dy) = P(S;) = P(Dy) = P(S;) = 0,5 D, | s

« P(Dy N D,|D) = ZL10220D) _ P(D)=05| Dy 0,25 0,25
=225 _ % P(S2)=051"§, 0,25 0,25




7. Rodina ma dvé déti.

B) Jedno z déti je divka. Jaka je pravdépodobnost, ze maji

dve dcery?

Jiny zpusob zapisu feseni:

P(D2|D1)
P(Dl)/' Dy
P(S,|D
2 déti (521D2)
P(D,|S1)
P(S1)
S1
P(S,|S1)

P(D, n Dy) = P(D,|D,) - P(D,)

P(S, N Dy) = P(S;|Dy) - P(Dy)

P(D, N S1) = P(Dy]S1) - P(S1)

P(S; N S;) = P(S;151) - P(S1)



7. Rodina ma dvé déti.

B) Jedno z déti je divka. Jaka je pravdépodobnost, ze maji

dve dcery?

Jiny zpusob zapisu feseni:

pohlavi druhého ditéte nezavisi na pohlavi prvniho ditéte

P(D,)
P(Dl)/' Dy
P(S
2 déti (52)
P(D,)
P(S1)
S1
P(S;)

P(D, nDy) = P(D,) - P(Dy)

P(S; nD;) = P(Sy) - P(Dy)

P(D, nS1) = P(D;) - P(S1)

P(S; nS;) = P(Sz) - P(S1)



7. Rodina ma dveé déti.
B) Jedno z déti je divka. Jaka je pravdépodobnost, ze maji
dve dcery?

Jiny zpusob zapisu feseni:

pohlavi druhého ditéte nezavisi na pohlavi prvniho ditéte

0,5
D, P(D,ND;) =0,25
0,5 Dy
O 0,5 SZ P(SZ N Dl) = 0,25
2 deti
0,5
0.5 D, P(D,NS,) = 0,25
S1

0,5 SZ P(SZ N Sl) = 0,25




7. Rodina ma dveé déti.
B) Jedno z déti je divka. Jaka je pravdépodobnost, ze maji

W =

dve dcery?
. s ° . . v v s P(D;nD, N D)
Jiny zpusob zapisu reseni: P(D; N Dy|D) = D) =
0,5
D, || P(O,nDy) =025
0,5 Dy
O 0,5 SZ P(Sz N Dl) = 0,25
2 deti
0,5
0.5 D, P(D,NS,) = 0,25
S1

0,5 SZ P(SZ N Sl) = 0,25




7. Rodina ma dvé déti.
C) Jedno z déti se jmenuje Kleopatra. Jaka je pravdépodobnost, Ze maji dvé dcery?

* K, ...prvni dité je dcera, ktera se jmenuje Kleopatra (ndhodny jev)

* Dy ...prvni dité je dcera, ktera se nejmenuje Kleopatra (ndghodny jev)
* S; ...prvni dité je syn (ndhodny jev)

* K, ...druhé dité je dcera, ktera se jmenuje Kleopatra (ndhodny jev)

* D, ...druhe dité€ je dcera, ktera se nejmenuje Kleopatra (ndhodny jev)

e S, ...druhé dit€ je syn (ndhodny jev)

* Predpokladejme, Ze p-st narozeni syna je 0,5.
12

* Dle MVCR (kdejsme.cz) a CSU: P(K;) = P(K,) = otoress ~ 0,000 001

* § 62 odst. 1 zakona o matrikach: ,,Matri¢ni Urad nezapise jméno, pokud je mu
znamo, zZe toto jméno uziva Zijici sourozenec, maji-li sourozenci spolec¢né rodice.”



7. Rodina ma dvé déti.
C) Jedno z déti se jmenuje Kleopatra. Jaka je pravdépodobnost, Ze maji dvé dcery?

P("dvé dcery a jedna z nich je Kleopatra")

P("dVé dcery" | "Kleopatra") = P("Kleopatra")

N | =

0,500 000_~ S, |  P(S,NS;) =0,2500000

\

S, 0,499 999, D, P(D,NS;) =0,249999 5

/

0,000 001 K, P(K, nS;) = 0,000 0005

0,500 000
(w' S, P(S, N D;) = 0,249 999 5
> gen [0499999 D, 0499999 [ pp. D,y = 0,249 9990
W. K, | P(K,nD,)=0,0000005
0,000 001 0,500000 g, P(S, N K;) = 0,000 000 5

|




SKOMAM CUP

Predpokladejme, ze test na zjisténi drog ma senzitivitu 99% a specificitu
95%. To znamena, ze test spravneé identifikuje skutecného uzivatele drog v
99% pripadd a Ze test vylouci osobu, ktera drogy neuziva rovnéz v 95%

pripadd.

Predpokladejme, Zze ve Skole, ktera se rozhodla testovat své studenty na
uzivani drog je prevalence 0,5%. Tj. jen 0,5% ze vSech studentl drogy

skutecné bere. Student Fajfka mél test pozitivni.

Jaka je pravdépodobnost, ze student Fajfka skutecné uziva drogy?

Napovéda:
D... student bere drogy

D

T+

/

T+ ... test je pozitivni

T- ... test je negativni S

Pravdépodobnost je...

N

.

T-

T+

T-

44



A to uz je opravdu konec!

Dékuji za pozornost



