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Úvod

Tento text je určen pro účastńıky semináře Škola matematického modelováńı
(http://skomam.vsb.cz) a slouž́ı jako pomůcka k úlohám, které řeš́ı studenti v pr̊uběhu
tohoto semináře. Tento seminář, pro který použ́ıváme zkratku ŠKOMAM, organizuje Ka-
tedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektrotechniky a informatiky
Vysoké školy báňské – Technické univerzity Ostrava jednou ročně již od roku 2005. Tento
rok prob́ıhá již 13. ročńık tohoto semináře.

Pro poč́ıtačové řešeńı úloh, kterými se budeme zabývat, jsme zvolili komerčńı systém
Matlab. Matlab se skládá z několika součást́ı. Jde zejména o programovaćı jazyk zaměřený
na numerické výpočty a vývoj numerických algoritmů. Matlab obsahuje také knihovnu
funkćı pro řešeńı řady numerických úloh. A d̊uležitou složkou Matlabu je grafické prostřed́ı
pro interaktivńı zadáváńı př́ıkaz̊u. Podrobný popis tohoto jazyka je k dispozici v [2]. Pokud
čtenář naši knihy nemá Matlab k dispozici, může použ́ıt systém Octave, který se značně po-
dobá Matlabu a je volně k dispozici na webové adrese https://www.gnu.org/software/octave.

Tento seminář je pořádán s finančńı podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz), statutárńıho města Ostravy a projektu Math Exercises for You
(http://math4u.vsb.cz) podpořeného programem Erasmus+. Nad akćı převzala záštitu
Jednota českých matematik̊u a fyzik̊u (http://jcmf.vsb.cz).

http://skomam.vsb.cz
http://am.vsb.cz
https://www.gnu.org/software/octave
http://www.fei.vsb.cz
http://math4u.vsb.cz
http://jcmf.vsb.cz


Cvičeńı 1: Matlab – nástroj pro matematické modelováńı

Abychom se mohli věnovat numerickému řešeńı matematických úloh, potřebujeme vhod-
né prostřed́ı, které nám to umožńı. A tak jako fyzici či chemikové maj́ı své laboratoře,
maj́ı i numeričt́ı matematici svou Maticovou laboratoř1 - Matlab. Podrobně se tomuto
pracovńımu prostřed́ı a jeho př́ıkaz̊um věnuje přiložený Matlabovský slabikář [1] nebo
také úvod textu [2]. My si v tomto textu uvedeme pouze stručný přehled matlabovských
proměnných a př́ıkaz̊u, které budeme potřebovat.

Prostřed́ı

• help, demos, intro, who, whos, clear, size, length

Proměnné

• Skaláry

• Vektory

• Matice

Př́ıkazy

• Skalárńı funkce - sin, cos, tan, cot, exp, log, abs, sqrt, round

• Vektorové funkce a generováńı vektor̊u - max, min, sort

• Maticové funkce a generováńı matic - det, rand, ones, zeros, eye

• Skalárńı operace - +, −, ∗, /, ̂
• Maticové a vektorové operace - +, −, ∗, ´(transponováńı), \ (A\v = x⇔ Ax = v)

Operace
”
po prvćıch“ - .∗ , .̂ , ./

• 2D grafika (vykresleńı graf̊u funkćı jedné proměnné) - plot, hold on, hold off, figure

• 3D grafika (vykresleńı graf̊u funkćı dvou proměnných) - meshgrid, mesh, contour,
hold on, hold off, figure

• Ř́ıd́ıćı př́ıkazy - if (podmı́něný př́ıkaz), for, while (př́ıkazy cyklu se známým počtem
opakováńı a podmı́nkou na začátku)

• Relace a logické operace - <, >, <=, >=, ==, ∼=, &, |, ∼

• Skripty a funkce - function

1MATrix LABoratory
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Vše si nyńı vyzkouš́ıme při řešeńı následuj́ıćıch úloh.

Úkol 1.1 Legenda ř́ıká, že když byly vymyšleny šachy, tak se mı́stńımu vládci (někde
v Asii) tato hra tak zaĺıbila, že se rozhodl odměnit jejich vynálezce a za odměnu mu nab́ıdl
cokoliv, co si bude přát. Vynálezce mu na to odpověděl, že si nepřeje nic jiného než několik
zrnek rýže. A aby se to dobře poč́ıtalo, tak že chce za prvńı poĺıčko šachovnice dostat jedno
zrnko rýže, za druhé dvě zrnka rýže, za třet́ı čtyři zrnka, za čtvrté osm zrnek a tak dále.
Tedy at’ za každé daľśı pole šachovnice dostane dvojnásobný počet zrnek rýže ve srovnáńı
s polem předchoźım. Kolik kilogramů rýže žádal, jestliže 30 000 zrnek rýže váž́ı 1 kilogram?
N

Úkol 1.2 Bakterie Yersinia pestis, která zp̊usobuje onemocněńı morem, se v př́ıznivých
podmı́nkách děĺı jednou za 100 minut. Jak dlouho by trvalo, pokud by nedocházelo k úhynu
bakteríı a mohly se bez omezeńı množit, než by jejich hmotnost překročila hmotnost Země?
Předpokládejme, že v čase t = 0 žije jedna bakterie Yersinia pestis. Předpokládejme, že
hmotnost jedné bakterie je 6 · 10−15 kg a hmotnost Země je 6 · 1024 kg. N

Obrázek 1: Bakterie

Úkol 1.3 Sestrojte grafy následuj́ıćıch funkćı:

• f(x) = x2

• f(x) =
√

1− x2

• f(x) = x2 sin
(

1
x2

)
• f(x) = |x| N

Úkol 1.4 Sestrojte grafy následuj́ıćıch funkćı:

• f(x, y) = x2 + y2

• f(x, y) =
√
x2 + y2

• f(x, y) = (x2 + y2) sin
(

1
x2+y2

)
• f(x, y) =

√
|xy| N
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Cvičeńı 2: Monte Carlo

Monte Carlo je tř́ıda výpočetńıch algoritmů založená na prováděńı náhodných experi-
ment̊u. Této metody se často použ́ıvá pro simulaci fyzikálńıch a matematických systémů.
Výsledkem provedeńı velkého množstv́ı experiment̊u je obvykle pravděpodobnost určitého
jevu. Na základě źıskané pravděpodobnosti a známých vztah̊u pak spoč́ıtáme potřebné
výsledky. Protože metoda vyžaduje generováńı velkého souboru náhodných dat, je vhodné
pro jej́ı implementaci použit́ı poč́ıtače. Metod Monte Carlo se použ́ıvá v př́ıpadě, kdy je
př́ılǐs pracné nebo nemožné nalézt přesný výsledek jiným zp̊usobem. Jej́ı výhodou je jed-
noduchá implementace, nevýhodou relativně malá přesnost. Pro odhad přesnoti metody
Monte Carlo plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı. S pravděpodobnost́ı 75 procent nemá chyba apro-
ximace hodnotu větš́ı než 1/

√
n. Tzn. např́ıklad pro 104 pokus̊u nám s pravděpodobnost́ı

75 procent chyba nepřekroč́ı hodnotu 0,01.
My si ukážeme tři zp̊usoby, jak pomoćı Monte Carla spoč́ıtat určitý integrál. Prvńı

dvě metody jsou si typově podobné a spoč́ıvaj́ı v určeńı poměru obsah̊u neznámé plochy a
plochy, jej́ıž obsah známe.

Náhodné souřadnice

Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak pomoćı Monte Carla odhadnout určitý integrál, je pomoćı ná-
hodného generováńı souřadnic v rovině. Princip si můžeme ukázat na problému určeńı
integrálu

1∫
0

√
1− x2 dx, (1)

který odpov́ıdá spoč́ıtáńı obsahu plochy vymezené grafem funkce f (x) =
√

1− x2, osou x
a osou y.

Grafem integrované funkce je na intervalu 〈0, 1〉 čtvrtina kružnice (viz obr. 2). Označme
ṕısmenem S plochu mezi t́ımto grafem, osou x a osou y. Nejprve veṕı̌seme plochu S do
obrazce, jehož obsah známe, třeba do jednotkového čtverce. Metoda Monte Carlo funguje
tak, že v jednotkovém čtverci náhodně generuje body. Pravděpodobnost, že vygenerovaný
bod lež́ı v S, je rovna poměru obsahu plochy S k obsahu plochy jednotkového čtverce, do
kterého jsme ji uzavřeli.

Úkol 2.1 Odhadněte č́ıslo π pomoćı metody Monte Carlo. Využijeme k tomu integrál

1∫
0

√
1− x2 dx,

jehož odhad nám dá přibližnou hodnotu π/4. N

Tento př́ıstup je intuitivńı a kromě simulace v poč́ıtači si jej lze vyzkoušet i v praxi,
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Obrázek 2: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce f (x) =
√

1− x2 (zakreslena červeně)
na intervalu 〈0, 1〉 pomoćı generováńı souřadnic v rovině. Pokryt́ı plochy jednotkového
čtverce pomoćı 100 (vlevo) a 10 000 (vpravo) náhodně generovaných bod̊u (zakresleny
modře).

např́ıklad na ṕısečné pláži. Generováńı bod̊u neńı nic jiného, než házeńı kamı́nk̊u (náhodnou
silou a náhodným směrem) do jednotkového čtverce, ve kterém máme nakreslený graf
funkce, jej́ıž integrál chceme odhadnout. Poměr počtu kamı́nk̊u, které spadly pod graf
funkce, k celkovému počtu kamı́nk̊u ve čtverci nám dá odhad daného integrálu.

Náhodná procházka

Z̊ustaňme na chv́ılu u představy simulace pomoćı házeńı kamı́nk̊u do ṕısku a představme
si, že se chce do simulace zapojit i malé d́ıtě, které ještě nedohod́ı dost daleko. Pro jed-
noduchost uvažujme, že d́ıtě může házet kamenem jen ve čtverci o délce strany δ. Pokud
bychom pokračovali podle předchoźıch pravidel, nebyly by pozice ve čtverci generovány
zcela náhodně. Je tedy třeba nějak upravit algoritmus.

Jedna z možnost́ı je, že se prvńı kámen hod́ı náhodně do jednotkového čtverce a poté
se bude konstruovat náhodná procházka podle následuj́ıćıch pravidel:

• každý hod zač́ıná v mı́stě dopadu předchoźıho hodu,

• háźı se náhodně ve čtverci o délce strany δ, jehož střed je v mı́stě, odkud se zrovna
háźı,

• pokud by nějaký hod mı́̌ril ven z jednotkového čtverce, kamı́nek se polož́ı na předchoźı
kámen a pokračuje se ze stejného mı́sta (jinými slovy – hod se započ́ıtá, ale pozice
z̊ustane stejná).
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Tento zp̊usob nám zaruč́ı, že po čase budou kameny ve čtverci rozmı́stěny opravdu
náhodně. Pak už můžeme opět pomoćı poměru počtu kamı́nk̊u pod grafem k celkovému
počtu kamı́nk̊u ve čtverci odhadnout hledaný obsah. Schéma náhodné procházky je na
obr. 3.

Tento zp̊usob je mnohem složitěǰśı a méně přesný než předchoźı, proto se využ́ıvá
jen v př́ıpadech, kdy neńı možné použ́ıt jiný př́ıstup. Nejčastěji se využ́ıvá v př́ıpadech,
kdy nejsme schopni náhodně vyb́ırat č́ısla s požadovanou hustotou pravděpodobnosti.
V tomto textu se s podobným př́ıpadem nesetkáme – pokaždé voĺıme č́ısla s uniformńı
(rovnoměrnou) hustotou pravděpodobnosti.

Obrázek 3: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce f (x) =
√

1− x2 (zakreslena
červeně) na intervalu 〈0, 1〉 pomoćı generováńı souřadnic náhodnou procházkou. Kon-
strukce náhodné procházky s δ = 0,25 pomoćı 15 (vlevo) a 10 000 (vpravo) bod̊u (zakresleny
modře).

Úkol 2.2 Odhadněte č́ıslo π pomoćı metody Monte Carlo s generováńım bod̊u pomoćı
náhodné procházky. Opět se nám bude hodit integrál

1∫
0

√
1− x2 dx,

jehož odhad nám dá přibližnou hodnotu π/4. N
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Crude Monte Carlo

Tato metoda je odvozena z definice určitého integrálu a využ́ıvá vzorec

1∫
0

f (x) dx = lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

f (xi) , (2)

kde body xi, ve kterých se funkce vyč́ısluje, jsou generovány náhodně na intervalu 〈0, 1〉.
Na rozd́ıl od předchoźıch metod, které odhadovaly plochu pod grafem pomoćı poměru

bod̊u pod grafem k celkovému počtu bod̊u, tento př́ıstup poč́ıtá odhad pomoćı pr̊uměru
funkčńıch hodnot v náhodných bodech. Nepotřebujeme tedy generovat body v rovině, ale
pouze v jednom rozměru. Jak tato metoda funguje, můžete vidět na obr. 4.
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Obrázek 4: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce f (x) =
√

1− x2 na intervalu 〈0, 1〉
pomoćı metody Crude Monte Carlo. Horńı řada odpov́ıdá simulaci s n = 10 vyč́ısleńımi,
spodńı odpov́ıdá simulaci s n = 500 vyč́ısleńımi. V levé části jsou vykresleny jednotlivé
př́ıspěvky tak, jak byly generovány v pr̊uběhu simulace. Vpravo jsou seřazeny tak, aby se
nepřekrývaly pro snazš́ı porovnáńı s odhadovanou plochou.

Úkol 2.3 Odhadněte č́ıslo π pomoćı metody Crude Monte Carlo. Využijeme integrál

1∫
0

√
1− x2 dx,

jehož odhad nám dá přibližnou hodnotu π/4. N
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Cvičeńı 3: Numerické řešeńı rovnic

Velmi často se (nejen) matematik setkává s úkolem, kdy je třeba vyřešit nějakou ne-
lineárńı rovnici. Tento úkol bývá většinou složitý a řešeńı nelineárńı rovnice často nelze
naj́ıt analyticky. Proto je užitečné vědět, jak lze rovnice řešit alespoň přibližně pomoćı nu-
merických metod. V následuj́ıćım textu si ukážeme dvě jednoduché iteračńı metody, které
umožňuj́ı nalézt alespoň přibližné řešeńı nelineárńı rovnice.

Metoda prosté iterace

Definice 3.1 Bod x∗ ∈ R nazýváme pevným bodem funkce f : R 7→ R, pokud

f(x∗) = x∗.

Věta 3.1 Bud’ ∅ 6= I ⊂ R uzavřený omezený interval a f : R 7→ R. Necht’ f je spojitá
v I a necht’ f má spojitou derivaci v I. At’ nav́ıc existuje λ ∈ R takové, že2

|f ′(x)| ≤ λ < 1 pro všechna x ∈ I.

Zvolme bod x0 ∈ I. Jestlǐze každý bod posloupnosti (xn) definované předpisem

xn+1 := f(xn), n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

lež́ı v I, pak existuje x∗ ∈ I takové, že

f(x∗) = x∗ = limxn,

tj. (xn) konverguje k pevnému bodu f .

Lze ukázat, že č́ım v́ıce je hodnota nejmenš́ıho horńıho odhadu množiny {|f ′(x)| : x ∈ I}
bližš́ı 0, t́ım rychleji posloupnost (xn) konverguje k pevnému bodu f .

Pro dané x0 uvažujme posloupnost (xn) danou předpisem

xn+1 := xn −
1

4
(x2n − 2), n = 0, 1, 2, 3, . . . . (3)

Všimněme si nejprve, že ±
√

2 jsou pevné body funkce f(x) := x− 1
4
(x2−2). Lze si rozmyslet

(viz také obr. 5), že posloupnost (3) konverguje k
√

2 pro libovolné x0 ∈ (0, 4).

2V pravém, resp. levém krajńım bodě intervalu I nepožadujeme existenci derivace, ale pouze exis-
tenci derivace zleva, resp. zprava. Derivaci zleva, resp. zprava funkce f v bodě x ∈ R definujeme jako

lim
h→0−

f(x+h)−f(x)
h , resp. lim

h→0+

f(x+h)−f(x)
h .
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Obrázek 5: Grafy funkćı f(x) = x− 1
4
(x2 − 2) a |f ′(x)| =

∣∣1− 1
2
x
∣∣

Algoritmus 3.1 (Metoda prosté iterace)

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı aproximace)
n = 0
x1 = f(x0)

2. while |xn+1 − xn| ≥ ε
n = n+ 1
xn+1 = f(xn)

end
3. xn+1 aproximuje řešeńı rovnice f(x) = x

Na obr. 6 je ilustrována konvergence posloupnosti (3) k pevnému bodu
√

2 funkce f
pro x0 = 1.

Obrázek 6: Ilustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu
√

2 =̇ 1,41421356
funkce f(x) = x− 1

4
(x2 − 2)
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Nalezněme nyńı pomoćı metody prosté iterace přibližné řešeńı rovnice

10 e−
x
10 − x = 0. (4)

Řešeńı rovnice (4) převedeme na řešeńı rovnice

10 e−
x
10 = x,

tj. budeme hledat pevný bod fukce f(x) := 10 e−
x
10 . Lze si rozmyslet (viz také obr. 7), že

posloupnost (xn) daná předpisem

xn+1 := 10 e−
xn
10 , n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

konverguje k pevnému bodu funkce f pro libovolné x0 > 0. Na obr. 8 je ilustrována kon-
vergence této posloupnosti k pevnému bodu funkce f pro x0 = 1.

Obrázek 7: Grafy funkćı f(x) = 10 e−
x
10 a |f ′(x)| =

∣∣−e−
x
10

∣∣

Obrázek 8: Ilustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu x∗ =̇ 5,67143290
funkce f(x) = 10 e−

x
10
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Newtonova metoda

Zabývejme se nyńı řešeńım rovnice
g(x) = 0. (5)

Předpokládejme, že g je spojitá a má spojitou a nenulovou derivaci v nějakém okoĺı3 U(x∗),
kde x∗ řeš́ı rovnici (5). Budeme vycházet z metody prosté iterace. Protože x∗ řeš́ı rovnici
(5), tak x∗ řeš́ı také rovnici

x = f(x) := x− g(x)

h(x)
, (6)

kde h je libovolná nenulová a diferencovatelná funkce na okoĺı U(x∗). Pak dále plat́ı, že

f ′(x) = 1− g′(x)h(x)− g(x)h′(x)

h2(x)
pro všechna x ∈ U(x∗).

Pro
”
dobrou“ konvergenci budeme požadovat f ′(x∗) = 0, tj.

1− g′(x∗)

h(x∗)
= 0.

Odtud h(x∗) = g′(x∗). Voĺıme proto h(x) = g′(x). Dostáváme tak, že posloupnost (xn)
definovaná předpisem

xn+1 := xn −
g(xn)

g′(xn)
, n = 0, 1, 2, 3, . . . , (7)

konverguje k řešeńı x∗ rovnice (5), pokud x0 je dostatečně bĺızko x∗, funkce f je daná (6)
a jsou splněny předpoklady věty ze str. 8.

Algoritmus 3.2 (Newtonova metoda)

1. ε > 0 (ukončuj́ıćı podmı́nka)
x0 (počátečńı aproximace)
n = 0
x1 = x0 − g(x0)/g

′(x0)
2. while |xn+1 − xn| ≥ ε

n = n+ 1
xn+1 = xn − g(xn)/g′(xn)

end
3. xn+1 aproximuje řešeńı rovnice g(x) = 0

Připomeňme si ještě, že rovnice tečny t grafu funkce g v dotykovém bodě (xn, g(xn))
má tvar

t : y = g′(xn)(x− xn) + g(xn).

3Okoĺım U(x∗) budeme rozumět nějaký otevřený omezený interval se středem v x∗.
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Hledáme-li pr̊useč́ık př́ımky t a osy x, řeš́ıme rovnici

g′(xn)(x− xn) + g(xn) = 0. (8)

Je-li g′(xn) 6= 0, pak lze řešeńı rovnice (8) psát ve tvaru

x = xn −
g(xn)

g′(xn)
.

Porovnáme-li pak posledńı rovnost s iteračńı formuĺı (7), zjist́ıme, že každé xn+1 vytvoř́ıme
jako pr̊useč́ık tečny sestrojené ke grafu funkce g v dotykovém bodě (xn, g(xn)) a osy x.
Proto se Newtonova metoda často nazývá metodou tečen.

Na obr. 9 ilustrujeme přibližné řešeńı rovnice g(x) := e−x−1/7 = 0 pomoćı Newtonovy
metody pro x0 = 1.

Obrázek 9: Ilustrace konvergence Newtonovy metody k řešeńı x∗ =̇ 1,94591015 rovnice
g(x) := e−x − 1/7 = 0

Úkol 3.1 Pomoćı Newtonovy metody aproximujte řešeńı rovnic

1) ln x+ (x− 1)3 = 0,

2) x+ e−x
2

= 1.

Úkol 3.2 Pomoćı Newtonovy metody najděte přibližné hodnoty č́ısel
√

2 a π.
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Apendix: Pár slov o derivaci

Definice A.1 Bud’ f : R 7→ R a x ∈ R. Existuje-li

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
,

znač́ıme ji f ′(x) a nazýváme derivaćı funkce f v bodě x.

Poznámka A.1 Většinou – a nejinak je to v tomto textu – se pod pojmem derivace
rozumı́ konečná (tzv. vlastńı) derivace.

Věta A.1 Bud’ f, g : R 7→ R a x ∈ R. Pak plat́ı

• (f ± g)′(x) = f ′(x)± g′(x), má-li pravá strana rovnosti smysl,

• (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x), existuj́ı-li (vlastńı) derivace f ′(x) a g′(x),

•
(
f

g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
, existuj́ı-li (vlastńı) derivace f ′(x) a g′(x) a je-li

g(x) 6= 0.

Pozorováńı A.1

• (c)′ = 0, c ∈ R (konst.),

• (xr)′ = rxr−1, r ∈ R, x ∈ (0,+∞),

• (sinx)′ = cosx, x ∈ R,

• (cosx)′ = − sinx, x ∈ R,

• (tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ R \

{π
2

+ kπ : k ∈ Z
}

,

• (cotg x)′ = − 1

sin2 x
, x ∈ R \ {kπ : k ∈ Z},

• (ex)′ = ex, x ∈ R,

• (lnx)′ =
1

x
, x ∈ (0,+∞).
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