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Uvod

Tento text je uréen pro tucastniky semindfe Skola matematického modelovéni
(http://skomam.vsb.cz) a slouzi jako pomucka k tlohdm, které fesi studenti v prubéhu
tohoto seminéfe. Tento seminéf, pro ktery pouzivame zkratku SKOMAM, organizuje Ka-
tedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektrotechniky a informatiky
Vysoké skoly barnské — Technické univerzity Ostrava jednou roéné jiz od roku 2005. Tento
rok probiha jiz 13. ro¢nik tohoto seminére.

Pro pocitacové teseni uloh, kterymi se budeme zabyvat, jsme zvolili komeréni systém
Matlab. Matlab se sklada z nékolika soucasti. Jde zejména o programovaci jazyk zaméreny
na numerické vypocCty a vyvoj numerickych algoritmu. Matlab obsahuje také knihovnu
funkei pro feseni fady numerickych tloh. A dulezitou slozkou Matlabu je grafické prostiedi
pro interaktivni zaddvani piikazi. Podrobny popis tohoto jazyka je k dispozici v [2]. Pokud
¢tenar nasi knihy nema Matlab k dispozici, muze pouzit systém Octave, ktery se znacné po-
doba Matlabu a je volné k dispozici na webové adrese https: //www.gnu.org/software /octave.

Tento seminai je poradan s finanéni podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz), statutdarniho mésta Ostravy a projektu Math Exercises for You
(http://math4u.vsb.cz) podpofeného programem Erasmus+. Nad akei prevzala zastitu
Jednota ¢eskych matematiku a fyziku (http://jemf.vsb.cz).

OSTRAVA!!!
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CVICENI 1: MATLAB — NASTROJ PRO MATEMATICKE MODELOVANT

Abychom se mohli vénovat numerickému feseni matematickych tloh, pottebujeme vhod-
né prostiedi, které nam to umozni. A tak jako fyzici ¢i chemikové maji své laboratore,
maji i numeri¢ti matematici svou Maticovou laboratofﬂ - Matlab. Podrobné se tomuto
pracovnimu prostfedi a jeho piikazum vénuje pfilozeny Matlabovsky slabikar [I] nebo
také tvod textu [2]. My si v tomto textu uvedeme pouze struény piehled matlabovskych
proménnych a ptikazu, které budeme pottebovat.

Prostiredi
e help, demos, intro, who, whos, clear, size, length
Proménné
e Skalary
e Vektory
e Matice
Piikazy
e Skalarni funkce - sin, cos, tan, cot, exp, log, abs, sqrt, round
e Vektorové funkce a generovani vektoru - mazx, min, sort
e Maticové funkce a generovani matic - det, rand, ones, zeros, eye
e Skaldrni operace - +, —, %, /,

e Maticové a vektorové operace - +, —, *, “(transponovani), \ (A\v =z & Az =)
Operace ,po prveich® - ., 7 ./

e 2D grafika (vykresleni grafu funkei jedné proménné) - plot, hold on, hold off, figure

e 3D grafika (vykresleni grafi funkei dvou proménnych) - meshgrid, mesh, contour,
hold on, hold off, figure

e Ridici pifkazy - if (podminény pitkaz), for, while (pifkazy cyklu se zndamym poctem
opakovani a podminkou na zacatku)

e Relace a logické operace - <, >, <=, >=, ==, ~=, &, |, ~

e Skripty a funkce - function

'MATrix LABoratory



Vse si nyni vyzkousime pii feSeni nasledujicich tloh.

Ukol 1.1 Legenda tika, ze kdyz byly vymysleny Sachy, tak se mistnimu vladci (nékde
v Asii) tato hra tak zalibila, ze se rozhodl odmeénit jejich vynélezce a za odménu mu nabidl
cokoliv, co si bude prat. Vynalezce mu na to odpovédél, ze si nepfeje nic jiného nez nékolik
zrnek ryze. A aby se to dobfe pocitalo, tak ze chce za prvni policko Sachovnice dostat jedno
zrnko ryze, za druhé dvé zrnka ryze, za tieti ¢tyfi zrnka, za ¢tvrté osm zrnek a tak dale.
Tedy at za kazdé dalsi pole Sachovnice dostane dvojndsobny pocet zrnek ryZe ve srovnani
s polem predchozim. Kolik kilogramu ryze zadal, jestlize 30 000 zrnek ryze vazi 1 kilogram?
A

Ukol 1.2 Bakterie Yersinia pestis, ktera zpusobuje onemocnéni morem, se v piiznivych
podminkéach déli jednou za 100 minut. Jak dlouho by trvalo, pokud by nedochézelo k ihynu
bakterii a mohly se bez omezeni mnozit, nez by jejich hmotnost prekrocila hmotnost Zemé?
Predpokladejme, ze v ¢ase t = 0 zije jedna bakterie Yersinia pestis. Predpokladejme, ze
hmotnost jedné bakterie je 6 - 107 kg a hmotnost Zemé je 6 - 10** kg. A

Obréazek 1: Bakterie

Ukol 1.3 Sestrojte grafy nasledujicich funkei:

o flx)=2x

o f(z)=+1-2a2

o flz) =2 sin ()

o f(z) =zl A

Ukol 1.4 Sestrojte grafy nasledujicich funkei:
o flz,y)=a®+y°
o flz,y) =Va?+y?

o f(z,y) = (* +y?) sin (@)

o flz.y) = VIl A



CvVICENT 2: MONTE CARLO

Monte Carlo je ttida vypocetnich algoritmu zalozend na provadéni nahodnych experi-
mentu. Této metody se ¢asto pouziva pro simulaci fyzikdlnich a matematickych systému.
Vysledkem provedeni velkého mnozstvi experimentu je obvykle pravdépodobnost urcitého
jevu. Na zakladé ziskané pravdépodobnosti a znamych vztahtu pak spoc¢itame potiebné
vysledky. Protoze metoda vyzaduje generovani velkého souboru ndhodnych dat, je vhodné
pro jeji implementaci pouziti poc¢itace. Metod Monte Carlo se pouziva v pripadé, kdy je
prilis pracné nebo nemozné nalézt presny vysledek jinym zpusobem. Jeji vyhodou je jed-
noducha implementace, nevyhodou relativné maléd presnost. Pro odhad ptesnoti metody
Monte Carlo plati nasledujici tvrzeni. S pravdépodobnosti 75 procent nema chyba apro-
ximace hodnotu vétsi nez 1/y/n. Tzn. napiiklad pro 10 pokust nam s pravdépodobnosti
75 procent chyba nepiekro¢i hodnotu 0,01.

My si ukdzeme tii zpusoby, jak pomoci Monte Carla spocitat urcity integral. Prvni
dvé metody jsou si typoveé podobné a spocivaji v ur¢eni poméru obsahu neznamé plochy a
plochy, jejiz obsah zname.

Nahodné souradnice

Nejjednodussi zptusob, jak pomoci Monte Carla odhadnout ur¢ity integral, je pomoci na-
hodného generovani soutradnic v roviné. Princip si muzeme ukézat na problému urceni
integralu

jmdx, (1)

ktery odpovida spocitani obsahu plochy vymezené grafem funkce f (z) = v/1 — 22, osou x
a osou Y.

Grafem integrované funkce je na intervalu (0, 1) é¢tvrtina kruzmice (viz obr. [2)). Oznacme
pismenem S plochu mezi timto grafem, osou x a osou y. Nejprve vepiseme plochu S do
obrazce, jehoz obsah zname, tieba do jednotkového ctverce. Metoda Monte Carlo funguje
tak, ze v jednotkovém ¢tverci nahodné generuje body. Pravdépodobnost, ze vygenerovany
bod lezi v S, je rovna poméru obsahu plochy S k obsahu plochy jednotkového ¢tverce, do
kterého jsme ji uzavteli.

Ukol 2.1 Odhadnéte &slo 7 pomoci metody Monte Carlo. Vyuzijeme k tomu integral

1
/\/1—x2d9:,
0

jehoz odhad ndm d4 ptibliznou hodnotu /4. A

Tento pristup je intuitivni a kromé simulace v pocitaci si jej lze vyzkousSet i v praxi,
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Obrézek 2: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce f () = v/1 — 22 (zakreslena ¢erveneé)
na intervalu (0,1) pomoci generovani souradnic v roviné. Pokryti plochy jednotkového
¢tverce pomoci 100 (vlevo) a 10000 (vpravo) nédhodné generovanych bodu (zakresleny
modie).

napiiklad na piseéné plazi. Generovani bodt nenf nic jiného, nez hazeni kaminka (ndhodnou
silou a ndhodnym smérem) do jednotkového ¢tverce, ve kterém mdme nakresleny graf
funkce, jejiz integral chceme odhadnout. Pomeér poc¢tu kaminku, které spadly pod graf
funkce, k celkovému poctu kaminku ve ¢tverci nam dé odhad daného integralu.

Nahodna prochazka

Zustanme na chvilu u predstavy simulace pomoci hazeni kaminku do pisku a predstavme
si, ze se chce do simulace zapojit i malé dité, které jesté nedohodi dost daleko. Pro jed-
noduchost uvazujme, ze dité muze hazet kamenem jen ve ¢tverci o délce strany . Pokud
bychom pokracovali podle predchozich pravidel, nebyly by pozice ve ¢tverci generovany
zcela ndhodné. Je tedy tieba néjak upravit algoritmus.

Jedna z moznosti je, ze se prvni kdmen hodi ndhodné do jednotkového ¢tverce a poté
se bude konstruovat ndhodna prochéazka podle néasledujicich pravidel:

e kazdy hod zacina v misté dopadu predchoziho hodu,
e hazi se nahodné ve ¢tverci o délce strany 9, jehoz stied je v misté, odkud se zrovna
hazi,

e pokud by néjaky hod miftil ven z jednotkového ctverce, kaminek se polozi na predchozi
kdmen a pokracuje se ze stejného mista (jinymi slovy — hod se zapocita, ale pozice
zustane stejna).



Tento zpusob nam zaruci, ze po ¢ase budou kameny ve ¢tverci rozmistény opravdu
nahodné. Pak uz muzeme opét pomoci poméru poctu kaminku pod grafem k celkovému
poctu kaminku ve ¢tverci odhadnout hledany obsah. Schéma nahodné prochazky je na

obr. B

vvvvvv

jen v pripadech, kdy neni mozné pouzit jiny ptistup. Nejcastéji se vyuziva v piripadech,
kdy nejsme schopni ndhodné vybirat ¢isla s pozadovanou hustotou pravdépodobnosti.
V tomto textu se s podobnym piipadem nesetkdame — pokazdé volime cisla s uniformni
(rovnomérnou) hustotou pravdépodobnosti.
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Obréazek 3: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce f(x) = +/1—2a? (zakreslena
¢ervené) na intervalu (0,1) pomoci generovéni soufadnic ndhodnou prochézkou. Kon-
strukce ndhodné prochazky s § = 0,25 pomoci 15 (vlevo) a 10000 (vpravo) bodu (zakresleny
modie).

Ukol 2.2 Odhadnéte &fslo 7 pomoci metody Monte Carlo s generovanim bodu pomoci
nahodné prochazky. Opét se nam bude hodit integral

1
/\/1—m2dx,
0

jehoz odhad nam da ptibliznou hodnotu 7 /4. A



Crude Monte Carlo

Tato metoda je odvozena z definice urcitého integralu a vyuziva vzorec

/f(x) do = lim =3 f (2). @)

i=1

kde body z;, ve kterych se funkce vycisluje, jsou generovany ndhodné na intervalu (0, 1).

Na rozdil od predchozich metod, které odhadovaly plochu pod grafem pomoci poméru
bodu pod grafem k celkovému poctu bodu, tento pristup pocita odhad pomoci pruméru
funkénich hodnot v ndhodnych bodech. Nepotiebujeme tedy generovat body v roviné, ale
pouze v jednom rozméru. Jak tato metoda funguje, muzete vidét na obr. [4]



Obrézek 4: Odhad obsahu plochy pod grafem funkce f(x) = /1 — 22 na intervalu (0, 1)
pomoci metody Crude Monte Carlo. Horni fada odpovidéd simulaci s n = 10 vy¢islenimi,
spodni odpovida simulaci s n = 500 vyc¢islenimi. V levé ¢asti jsou vykresleny jednotlivé
prispévky tak, jak byly generovany v prubéhu simulace. Vpravo jsou sefazeny tak, aby se
nepiekryvaly pro snazsi porovnani s odhadovanou plochou.

Ukol 2.3 Odhadnéte ¢islo 7 pomoci metody Crude Monte Carlo. Vyuzijeme integral

1
/\/1—x2d937
0

jehoz odhad nam d& ptibliznou hodnotu 7 /4. A



CvICENT 3: NUMERICKE RESENI ROVNIC

Velmi casto se (nejen) matematik setkavé s ikolem, kdy je tfeba vytesit néjakou ne-
linedrni rovnici. Tento kol byva vétsinou slozity a feSeni nelinedrni rovnice ¢asto nelze
najit analyticky. Proto je uzitecné védét, jak lze rovnice tesit alespon piiblizné pomoci nu-
merickych metod. V nasledujicim textu si ukazeme dvé jednoduché itera¢ni metody, které
umoznuji nalézt alespon priblizné feseni nelinedrni rovnice.

Metoda prosté iterace

Definice 3.1 Bod z* € R nazyvame pevnym bodem funkce f: R — R, pokud
flz™) =a*.

Véta 3.1 Bud () # I C R uzavieny omezeny interval a f : R — R. Necht [ je spojitd
v I a necht f md spojitou derivaci v I. At navic evistuje A € R takové, 3¢

If'(z)] <A <1 provsechna x € 1.
Zvolme bod xy € 1. Jestlize kazdy bod posloupnosti (x,) definované predpisem
Tps1 = flz,), n=0,1,2,3,...,
lezi v I, pak existuje x* € I takové, Ze
f(z*) = 2" =limx,,
tj. (x,) konverguje k pevnému bodu f.
Lze ukazat, ze ¢im vice je hodnota nejmenstho horniho odhadu mnoziny {|f'(x)| : = € I}

blizsi 0, tim rychleji posloupnost (x,) konverguje k pevnému bodu f.
Pro dané xy uvazujme posloupnost (x,) danou predpisem

1
Tyt ::xn—z(xi—Z), n=0,1,2,3,.... (3)

Véimnéme si nejprve, ze £+/2 jsou pevné body funkce f(z) := 2 — }L (22 —2). Lze si rozmyslet

(viz také obr. 5), ze posloupnost konverguje k /2 pro libovolné zy € (0,4).

2V pravém, resp. levém krajnim bodé intervalu I nepozadujeme existenci derivace, ale pouze exis-

tenci derivace zleva, resp. zprava. Derivaci zleva, resp. zprava funkce f v bodé z € R definujeme jako
lim fEth)—f@) fla+h)—f(z)
h h :

resp. lim
h—0— ) 1esp

—0+
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Obrazek 5: Grafy funkcei f(z) =z — L(22 —2) a |f'(z)| = |1 — %x{

4

Algoritmus 3.1 (Metoda prosté iterace)

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xo (pocatecni aproximace)
n=>0
z1 = f(x0)
2. while |z, 1 —z,| > ¢
n=n+1
Tpg1 = f(zn)
end
3. x,41 aproximuje feseni rovnice f(z) = x

Na obr. @ je ilustrovana konvergence posloupnosti k pevnému bodu v/2 funkece f
pro xg = 1.
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Obrazek 6: Tlustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu v/2 = 1,41421356
funkee f(z) =z — $(2* — 2)



Naleznéme nyni pomoci metody prosté iterace ptiblizné feseni rovnice
10e 10 —x = 0. (4)
Resen{ rovnice prevedeme na feSeni rovnice
10”10 = gz,

tj. budeme hledat pevny bod fukce f(x) := 10e~ 1. Lze si rozmyslet (viz také obr. , ze
posloupnost (z,) dand predpisem

Tn

Tpe1:=10e" 10, n=0,1,2,3,...,

konverguje k pevnému bodu funkce f pro libovolné x5 > 0. Na obr. |§] je ilustrovana kon-
vergence této posloupnosti k pevnému bodu funkce f pro zo = 1.

Obrézek 7: Grafy funkef f(z) = 10e71 a |f/(z)| = |—e 1
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Obrazek 8: ITlustrace konvergence metody prosté iterace k pevnému bodu x* = 5,67143290
funkce f(r) = 10e 1
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Newtonova metoda

Zabyvejme se nyni feSenim rovnice
g(x) = 0. ()
Predpokladejme, Ze g je spojita a ma spojitou a nenulovou derivaci v néjakém okolﬁ U(z*),
kde z* tesi rovnici (5)). Budeme vychazet z metody prosté iterace. Protoze z* fesi rovnici
, tak x* Tesi také rovnici
9(x)
r = f(x) =2 — %, 6
fl@) =~ 5 ()

kde h je libovolna nenulova a diferencovatelna funkce na okoli U(z*). Pak dale plati, ze

g'(x)h(x) — g(z)' (z)

f/(l‘) =1- h2(1’)

pro vsechna = € U(x™).

Pro ,dobrou* konvergenci budeme pozadovat f'(z*) = 0, t;.

Odtud h(z*) = ¢'(z*). Volime proto h(x) = ¢'(x). Dostavame tak, ze posloupnost (z,)
definovana predpisem

g(zn)
g (vn)’
konverguje k feSeni z* rovnice , pokud xg je dostatecné blizko z*, funkce f je dana @
a jsou splnény predpoklady véty ze str. [§

n=0,1,23..., (7)

Tn41 = T —

Algoritmus 3.2 (Newtonova metoda)

1. € > 0 (ukoncujici podminka)
xo (pocatecni aproximace)
n=>0
z1 = 2o — §(20)/9' (o)

2. while |z, 1 —z,| > ¢

n=n-+1
Tpt1 = Tp — g(:l?n)/g'(xn)
end

3. 41 aproximuje feseni rovnice g(x) =0

Pripomenme si jesté, ze rovnice tecny t grafu funkce g v dotykovém bodé (z,, g(z,))
ma tvar

t: y=g(@)(x—2,) + g(2s).

*

30kolim U (z*) budeme rozumét néjaky otevieny omezeny interval se stfedem v x*.
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Hledame-li prusecik primky ¢ a osy x, feSime rovnici

g (xn)(x —x0n) + g(zn) = 0. (8)

Je-li ¢'(z,,) # 0, pak lze feseni rovnice (8)) psat ve tvaru

Porovname-li pak posledni rovnost s itera¢ni formuli ([7)), zjistime, ze kazdé x, 1 vytvoiime
jako prusecik tecny sestrojené ke grafu funkce g v dotykovém bodé (z,,g(x,)) a osy z.
Proto se Newtonova metoda ¢asto nazyva metodou tecen.

Na obr. [9] ilustrujeme piiblizné fesenf rovnice g(z) := e~
metody pro zy = 1.

¥ —1/7 = 0 pomoci Newtonovy

11
-0.2 | 11 I I
0

|
| |
| |
1 1
05 120 153, a2 25 3 35

Obrazek 9: Ilustrace konvergence Newtonovy metody k feseni z* = 1,94591015 rovnice
g(x):=e*=1/7T=0

Ukol 3.1 Pomoci Newtonovy metody aproximujte feSeni rovnic
1) Inz+ (x —1)3=0,
2) x4e " =1.

Ukol 3.2 Pomoci Newtonovy metody najdéte pfiblizné hodnoty ¢isel V2 a 7.
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APENDIX: PAR SLOV O DERIVACI

Definice A.1 Bud f: R~ R a z € R. Existuje-li
fah) = f@)

h—0 h ’

znacime ji f'(z) a nazyvame derivaci funkce f v bodé z.

Poznamka A.1 Vétsinou — a nejinak je to v tomto textu — se pod pojmem derivace
rozumi kone¢nd (tzv. vlastni) derivace.

Véta A.1 Bud f,g: R+— R ax € R. Pak plati
o (fEg)(x)=f'(z)£ ¢ (x), mali prava strana rovnosti smysl,
e (fg)(z) = fl(x)g(x)+ f(x)g' (x), existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(x),

g 9*()
g(x) #0.

Pozorovani A.1

, existuji-li (vlastni) derivace f'(z) a ¢'(z) a je-li

() =0, ¢ € R (konst.),
o (z7) =rz" reR, z€(0,+0c0),
e (sinz) =cosz, v €RR,
(

cosz) = —sinz, z € R,

([ ]
—~
—+
oQ
5]

~
|

™
—_ z€R {— : Z},
oo U€ \ 2+/€7r ke
o (cotgz) = — , x € R\ {km: keZ},

sin?

o (") =¢" z€R,

1
(Inz) = L€ (0, 400).
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