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2016
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Úvod

Tento text je určen pro účastńıky semináře Škola matematického modelováńı
(http://skomam.vsb.cz) a slouž́ı jako pomůcka k úlohám, které řeš́ı studenti v pr̊uběhu
tohoto semináře. Tento seminář, pro který použ́ıváme zkratku ŠKOMAM, organizuje Ka-
tedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektrotechniky a informatiky
Vysoké školy báňské – Technické univerzity Ostrava jednou ročně již od roku 2005. Tento
rok prob́ıhá již 12. ročńık tohoto semináře.

Pro poč́ıtačové řešeńı úloh, kterými se budeme zabývat, jsme zvolili komerčńı systém
Matlab. Matlab se skládá z několika součást́ı. Jde zejména o programovaćı jazyk zaměřený
na numerické výpočty a vývoj numerických algoritmů. Matlab obsahuje také knihovnu
funkćı pro řešeńı řady numerických úloh. A d̊uležitou složkou Matlabu je grafické prostřed́ı
pro interaktivńı zadáváńı př́ıkaz̊u. Podrobný popis tohoto jazyka je k dispozici v [1]. Pokud
čtenář naši knihy nemá Matlab k dispozici, může použ́ıt systém Octave, který se značně po-
dobá Matlabu a je volně k dispozici na webové adrese https://www.gnu.org/software/octave.

Tento seminář je pořádán s finančńı podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http://www.fei.vsb.cz). Nad akćı převzala záštitu Jednota českých matematik̊u a fyzik̊u
(http://jcmf.vsb.cz).

http://skomam.vsb.cz
http://am.vsb.cz
https://www.gnu.org/software/octave
http://www.fei.vsb.cz
http://jcmf.vsb.cz


Cvičeńı 1: Matlab – nástroj pro matematické modelováńı

Abychom se mohli věnovat numerickému řešeńı matematických úloh, potřebujeme vhod-
né prostřed́ı, které nám to umožńı. A tak jako fyzici či chemikové maj́ı své laboratoře,
maj́ı i numeričt́ı matematici svou Maticovou laboratoř1 - Matlab. Podrobně se tomuto
pracovńımu prostřed́ı a jeho př́ıkaz̊um věnuje přiložený Matlabovský slabikář [2] nebo
také úvod textu [1]. My si v tomto textu uvedeme pouze stručný přehled matlabovských
proměnných a př́ıkaz̊u, které budeme potřebovat.

Prostřed́ı

• help, demos, intro, who, whos, clear, size, length

Proměnné

• Skaláry

• Vektory

• Matice

Př́ıkazy

• Skalárńı funkce - sin, cos, tan, cot, exp, log, abs, sqrt, round

• Vektorové funkce a generováńı vektor̊u - max, min, sort

• Maticové funkce a generováńı matic - det, rand, ones, zeros, eye

• Skalárńı operace - +, −, ∗, /, ̂

• Maticové a vektorové operace - +, −, ∗, ´(transponováńı), \ (A\v = x ⇔ Ax = v)
Operace

”
po prvćıch“ - .∗ , .̂ , ./

• 2D grafika (vykresleńı graf̊u funkćı jedné proměnné) - plot, hold on, hold off, figure

• 3D grafika (vykresleńı graf̊u funkćı dvou proměnných) - meshgrid, mesh, contour,

hold on, hold off, figure

• Řı́d́ıćı př́ıkazy - if (podmı́něný př́ıkaz), for, while (př́ıkazy cyklu se známým počtem
opakováńı a podmı́nkou na začátku)

• Relace a logické operace - <, >, <=, >=, ==, ∼=, &, |, ∼

• Skripty a funkce - function

1MATrix LABoratory
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Vše si nyńı vyzkouš́ıme při řešeńı následuj́ıćıch úloh.

Úkol 1.1 Kolik člen̊u harmonické řady2 muśıme nejméně seč́ıst, aby tento částečný
součet řady měl hodnotu alespoň 10 (15, 20)? N

Úkol 1.2 Zkuste odhadnout s využit́ım Matlabu součet řady

∞∑

n=1

1

n (n+ 1)
.

N

Úkol 1.3 Sestrojte grafy následuj́ıćıch funkćı:

• f(x) = x2

• f(x) =
√
1− x2

• f(x) = x2 sin
(

1

x2

)

• f(x) = |x| N

Úkol 1.4 Sestrojte grafy následuj́ıćıch funkćı:

• f(x, y) = x2 + y2

• f(x, y) =
√

x2 + y2

• f(x, y) = (x2 + y2) sin
(

1

x2+y2

)

• f(x, y) =
√

|xy| N

2Řadou (reálných čı́sel) rozumı́me výraz a1 + a2 + · · ·+ an + · · · = ∑
∞

n=1
an, kde pro každé n ∈ N

je an ∈ R. Harmonickou nazýváme řadu
∑

∞

n=1

1

n
.
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Cvičeńı 2: Obrázky jako matice

V dobách analogových fotoaparát̊u se vyfocený obraz v každém okamžiku uchovával
skutečně jako obraz. At’ už na negativu filmu, nebo po vyvoláńı na fotografickém paṕı̌re či
diapozitivu. Dnes je tomu jinak. Při zmáčknut́ı spouště digitálńıho fotoaparátu se aktuálńı
scéna před objektivem zachyt́ı pomoćı sńımaćıho čipu a ulož́ı jako soubor č́ısel na pamět’ovou
kartu. I kdybychom tuto kartu rozebrali, obrázky na ńı neuvid́ıme. K jejich zobrazeńı
potřebujeme opět nějaké digitálńı zař́ızeńı, které umı́ obraz uložený v jedničkách a nulách
převést do viditelné formy.

Matice obrazu

Pro jednoduchost se nejprve zabývejme černob́ılými obrázky - přesněji obrázky ve stupńıch
šedé. V okamžiku exponováńı dojde k zachyceńı sńımané scény na čip, který je tvořen sou-
stavou miniaturńıch fotodiod uspořádaných do řádk̊u a sloupc̊u. V závislosti na osvětleńı
př́ıslušné části čipu každá z diod vyprodukuje určitý náboj, který je změřen, a jeho hodnota
je zaznamenána ve formě č́ısla. V př́ıpadě JPEG obrázku se jedná o celé č́ıslo od 0 do 255,3

přičemž hodnota 0 odpov́ıdá černé a hodnota 255 b́ılé. Proces rozděleńı spojitého obrazu
na diskrétńı hodnoty v jednotlivých oddělených bodech se nazývá kvantováńı a vzorkováńı.

Obrázek 1: Př́ıklad kvantováńı a vzorkováńı

Pomineme-li ve skutečnosti binárńı uložeńı obrazu, můžeme si jeho digitálńı podobu
představit jako obecně obdélńıkovou tabulku č́ısel, ve které každá hodnota reprezentuje jas
určité malé plošky (pixelu) v zachyceném obraze. Tuto tabulku budeme označovat pojmem
matice obrazu:

A =




a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
...

...
. . .

...
am,1 am,2 · · · am,n


 , kde ai,j ∈ {0, 1, 2, ..., 255} .

Př́ıklad části matice obrazu můžeme vidět na obr. 2.
3Tyto hodnoty odpov́ıdaj́ı osmibitové reprezentaci č́ısla.
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41 51 51 44 49 75 106 139 182 175 160 155 137 134 102 51
38 41 71 64 46 47 78 133 190 174 169 163 156 174 155 97
34 35 50 68 40 43 30 96 177 171 174 169 159 171 168 137
35 39 50 67 55 33 32 75 182 177 168 173 171 172 174 164
38 38 70 96 63 38 43 122 194 176 174 180 179 173 176 177
62 68 63 49 50 40 72 163 203 186 176 188 181 173 181 178
64 60 52 47 37 63 138 190 189 179 177 182 179 173 173 169
58 46 43 39 47 124 184 177 169 170 172 177 172 167 168 160
42 35 65 82 136 177 182 178 175 180 173 187 180 173 177 156
66 77 101 150 177 179 171 170 184 181 189 198 188 176 172 146
120 133 152 167 165 165 177 175 174 186 185 181 173 160 148 136
137 134 142 142 137 146 154 157 164 161 158 154 156 151 145 147
127 122 118 118 149 148 138 152 155 158 149 152 155 153 157 166
111 126 107 113 119 127 124 126 140 137 124 124 143 144 142 162
57 80 92 98 107 111 92 90 111 111 100 92 119 134 123 125
59 81 101 98 101 94 59 49 78 89 62 46 86 126 116 103

Obrázek 2: Část matice obrazu

Histogram

Máme-li obrázek ve stupńıch šedé (č́ıslech od 0 do 255), může nás zaj́ımat, kolikrát se
v obrázku jednotlivé stupně (č́ısla) vyskytuj́ı. Graf četnosti výskytu jednotlivých hodnot
v obrázku se nazývá histogram.

Obrázek 3: Obrázek a jeho histogram

Přestože obrázek neńı svým histogramem jednoznačně definován, můžeme z histogramu
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o p̊uvodńım obrázku hodně vyč́ıst. Tmavé obrázky maj́ı v histogramu velké hodnoty nahro-
maděné v levé části grafu. Naopak světlé obrázky maj́ı v histogramu velké hodnoty v pravé
části grafu. Histogram obrázk̊u s ńızkým kontrastem vypadá jako jeden relativně úzký

”
ko-

pec“, zat́ımco obrázky s vysokým kontrastem maj́ı většinou dva
”
kopce“, každý na opačné

straně grafu.

Obrázek 4: Př́ıklad r̊uzných obrázk̊u a jejich histogramů
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Jednoduché úpravy

Jak jsme si řekli, obrázky jsou v poč́ıtači uloženy jako matice č́ısel, takže mı́sto mani-
pulace s barevnými ploškami nám stač́ı provádět operace s č́ısly. Nyńı si v jednoduchosti
poṕı̌seme některé základńı operace s maticemi obrázk̊u. Předpokládejme, že máme obrázek
ve stupńıch šedé, který má 512×512 pixel̊u. Matice takového obrazu, kterou označ́ıme Iorig,
má 512 řádk̊u a 512 sloupc̊u. Dohromady je to 262144 č́ısel, takže je jasné, že nebudeme
poč́ıtat s každou hodnotou ručně, ale nastav́ıme nějaké pravidlo, které poč́ıtači řekne, co
má s jednotlivými hodnotami udělat.

• Ořez obrázku provedeme jednoduše tak, že vybereme jen omezený rozsah řádk̊u a
sloupc̊u p̊uvodńı matice. Např́ıklad pro výřez pravé horńı čtvrtiny obrázku Iorig vez-
meme pouze 1. až 256. řádek a 257. až 512. sloupec. Dostaneme tam matici Icrop,
která má 256 řádk̊u a 256 sloupc̊u.

• Zesvětleńı obrázku provedeme např́ıklad tak, že k hodnotě každého pixelu v matici
Iorig přičteme nějaké kladné č́ıslo, např́ıklad 100. Touto operaćı se však může stát,
že se některé hodnoty ocitnou mimo rozsah 0 až 255. Oprav́ıme to např́ıklad tak,
že všechny hodnoty, které vyjdou větš́ı než 255, zmenš́ıme právě na 255. Ve všech
bodech, kde došlo k takovém ořezu hodnot ovšem ztráćıme obrazovou informaci.

• Ztmaveńı obrázku můžeme provést obdobně jako zesvětleńı, ale muśıme zkontrolovat,
zda některé hodnoty nevyšly záporné. Pokud ano, nastav́ıme je na 0. Daľśı možnost́ı
je vynásobit všechny hodnoty matice obrazu nějakým č́ıslem z intervalu (0, 1). Zde
nehroźı, že bychom se dostali mimo rozsah 0 až 255, ale může se stát, že výsledkem
nebudou jen celá č́ısla, a tak je potřeba každou výslednou hodnotu zaokrouhlit na
nejbližš́ı celé č́ıslo.

• Negativ obrázku je obraz, který má obrácenou reprezentaci č́ısel. V klasickém obrázku
odpov́ıdá 0 černé a 255 b́ılé hodnoty mezi těmito č́ısly odpov́ıdaj́ı r̊uzným stupň̊um
šedé od tmavé po světlou. V negativńım zobrazeńı je to naopak. Abychom nemuseli
přeprogramovat zobrazovaćı zař́ızeńı k obráceńı stupnice, můžeme obrátit stupnici
př́ımo v našem obrazu. Hodnoty 0 změńıme na 255 a naopak. Všechny hodnoty
tedy vypoč́ıtáme tak, že p̊uvodńı hodnotu odečteme od č́ısla 255 a dostaneme právě
negativ p̊uvodńıho obrázku, který již zobraźıme klasicky.

• Prahováńı je jednoduchá operace, kde zvoĺıme t ∈ (0, 255) (jednoduchý práh). Jed-
notlivé prvky matice Iprah nastav́ıme na 0, pokud př́ıslušná hodnota matice Iorig je
menš́ı než t, a na 255, pokud je př́ıslušná hodnota matice Iorig je větš́ı nebo rovna t.

• Vyrovnáńı histogramu je metoda, která slouž́ı k automatickému upraveńı kontrastu
tak, aby byla četnost jednotlivých hodnot rozdělena přibližně rovnoměrně. Tato me-
toda je automatická a nezohledňuje, o jaký obrázek se jedná, takže výsledek může
p̊usobit poněkud uměle.
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Obrázek 5: Negativ obrázku (vlevo), obrázek po prahovańı s parametrem t = 50 (uprostřed)
a t = 150 (vpravo)

Obrázek 6: Př́ıklad vyrovnáńı histogramu obrázku s ńızkým kontrastem

Barevné obrázky

Pro reprezentaci barevného obrazu se použ́ıvaj́ı matice rovnou tři - jedna pro každou ba-
revnou složku RGB.4 Výsledný obraz pak vznikne složeńım těchto tř́ı obraz̊u. Hodnota
každého pixelu obrazu se tedy skládá ze tř́ı č́ısel, a tak se tato ploška zobrazuje v jedné
z 2563 možných barev.

Pro jiný formát souboru může matice obrazu obsahovat i jiná č́ısla než celá č́ısla od 0
do 255. Můžeme např́ıklad použ́ıt reálná č́ısla z intervalu (0, 1), kdy řekneme, že černá je 0

4RGB je systém rozložeńı barevného obrazu na červený (R), zelený (G) a modrý (B) kanál.
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a b́ılá odpov́ıdá hodnotě 1. Pokud ulož́ıme hodnoty každého pixelu ve formátu 14-bitových
č́ısel, dostaneme až 163843 barev. Běžné zobrazovaćı zař́ızeńı však neumı́ takový rozsah
barev zobrazit, a proto ve většině př́ıpad̊u stač́ı ukládat obrázky do osmi bit̊u.

Obrázek 7: JPEG obrázek složený z RGB kanál̊u

Úkol 2.1 Načtěte sv̊uj obrázek do Matlabu pomoćı př́ıkazu imread. Zobrazte tento
obrázek pomoćı funkce imshow a zobrazte jeho jednotlivé složky R, G a B. Převed’te tento
obrázek do stupň̊u šedé pomoćı funkce rgb2gray a uložte pomoćı funkce imwrite. N
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Úkol 2.2 Proved’te libovolný výřez vašeho černob́ılého obrázku obsahuj́ıćı 512 × 512
pixel̊u a uložte tento oř́ıznutý obrázek. Zobrazte histogram tohoto obrázku pomoćı funkce
imhist. N

Úkol 2.3 Proved’te zesvětleńı a ztmaveńı vašeho obrázku a vytvořte jeho negativ. Pro-
ved’te prahováńı s prahem 10, 100, 150, 200. N

Úkol 2.4 Proved’te zvýšeńı kontrastu vašeho obrázku pomoćı vyrovnáńı histogramu. N

Na závěr poznamenejme, že mnohem v́ıce lze o problematice zpracováńı obrazu nalézt
v textu [3].
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Cvičeńı 3: Konvoluce

V tomto cvičeńı si zkuśıme aplikovat na obrázky diskrétńı konvoluci. Diskrétńı konvo-
luce je zobrazeńı, do kterého vstupuje obrázek a takzvaná konvolučńı maska. Konvolučńı
maska specifikuje, co konkrétně konvoluce s obrázkem provede. Protože se v poč́ıtač́ıch
obrázky vyskytuj́ı nejčastěji ve formě matice, jej́ıž každá hodnota odpov́ıdá jasu v daném
pixelu, nepřekvaṕı nás, když i konvolučńı maska bude ze stejného světa. Diskrétńı konvo-
luce tedy vezme matici obrázku a každému bodu přǐrad́ı novou hodnotu podle následuj́ıćıho
schématu:

Obrázek 8: Schéma diskrétńı konvoluce

Jednoduše řečeno: polož́ıme masku na obrázek tak, aby střed masky byl v bodě, kde
konvoluci poč́ıtáme, přenásob́ıme každou hodnotou v masce př́ıslušnou hodnotu obrázku a
potom vše sečteme.5

Pomoćı konvoluce jsme schopni odstranit z obrázk̊u šum nebo zvýraznit hrany, což je
hojně využ́ıváno, chceme-li, aby poč́ıtač dokázal sám rozpoznat objekty na obrázku (třeba
při zpracováńı dat z pr̊umyslových kamer).

Č́ım je maska větš́ı, t́ım větš́ı okoĺı bodu nám může zasáhnout do výpočtu. Názorně je
to vidět v následuj́ıćım př́ıkladu, kdy byla nejdř́ıve použita maska

1

9




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 ,

která vlastně novou hodnotu spoč́ıtá jako pr̊uměr hodnot v okolńıch bodech. Poté na stejný
obrázek aplikujeme masku větš́ı, ale opět s hodnotami, které zpr̊uměruj́ı hodnoty obrázku:

5Konvoluci vypočteme pomoćı předpisu (f ∗ h) (x, y) =
k∑

r=−k

k∑
s=−k

f (x+ r, y + s)h (r, s), kde funkce f

popisuje obrázek a funkce h masku.
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1

25




1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1



.

Obrázek 9: Lena před aplikaćı konvoluce (vlevo), po konvoluci s maskou 3× 3 (uprostřed)
a po konvoluci s maskou 5× 5 (vpravo)

Jak si můžeme všimnout, naše maska zpr̊uměrováńım hodnot na okoĺı obraz rozmazala,
a to t́ım v́ıce, č́ım větš́ı okoĺı bodu se do pr̊uměru započ́ıtalo. Kdyby byla maska stejně
veliká jako obrázek, tak by celý výsledný obrázek byl jen v jedné barvě.

V minulém cvičeńı jsme si ukázali, jak se v Matlabu pracuje s maticemi obrazu. Nyńı
si zkuśıme naprogramovat diskrétńı konvoluci podle následuj́ıćıho algoritmu.

Algoritmus 1: Diskrétńı konvoluce

obrazek = nact i ob razek ( )
N,M = rozmery ( obrazek )
maska = matice (n , n )
for i =1. .N

for j =1. .M
r e s t r i k c e = obrazek ( ( i−n / 2 ) : ( i+n/2 ) , ( j−n / 2 ) : ( j+n/2))
novy obrazek ( i , j ) = suma prvku (maska .∗ r e s t r i k c e )

end

end

u lo z obrazek ( novy obrazek )

Abychom se vyhnuli přečńıváńı masky ,,do prázdna“ při poč́ıtáńı hodnot u krajńıch
bod̊u, nebudeme konvoluci poč́ıtat v bodech, ve kterých by maska přečńıvala přes okraj
obrázku. Vytvoř́ıme si vlastně takový rámeček, na kterém výpočet konvoluce prostě vy-
necháme.
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Úkol 3.1Naprogramujte diskrétńı konvoluci podle návodu výše a na obrázćıch Lena.png
a bricks.jpg (můžete použ́ıt i své obrázky z minulého cvičeńı) otestujte následuj́ıćı kon-
volučńı masky. Obrázky nač́ıtejte v odst́ınech šedi.

• 1

9




1 1 1
1 1 1
1 1 1


 . . . odstrańı šum

• 1

16




1 2 1
2 4 2
1 2 1


 . . . Gaussova maska

•




0 1 0
1 −4 1
0 1 0


 . . . Laplaceova maska

•




0 −1 0
−1 5 −1
0 −1 0


 . . . zvýrazńı hrany

•




−1 0 1
−2 0 2
−1 0 1


 . . . zvýrazńı svislé hrany

•




−1 −2 −1
0 0 0
1 2 1


 . . . zvýrazńı vodorovné hrany

U posledńıch čtyř masek přičtěte ke každému bodu ještě hodnotu 128, at’ obrázky nejsou
moc tmavé. N

Pro ilustraci praktického využit́ı diskrétńı konvoluce použijeme na zašuměný obrázek
konvolučńı masku

1

25




1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1



,

viz obr. 10.
Jak je vidět, použili jsme stejnou masku, na které jsme si ukazovali rozmazáńı obrázku.

Při odstraňováńı šumu pomoćı diskrétńı konvoluce se rozmazáńı obrázku pravděpodobně
nevyhneme. Č́ım větš́ı šum potřebujeme z obrázku odfiltrovat, t́ım v́ıce budeme muset
obrázek rozmazat.
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Obrázek 10: Lena před odstraněńım šumu (vlevo) a Lena po odstraněńı šumu (vpravo)

Velmi podobný výsledek bychom obdrželi i při použit́ı Gaussovy masky

1

273




1 4 7 4 1
4 16 26 16 4
7 26 41 26 7
4 16 26 16 4
1 4 7 4 1



,

viz obr. 11.

Obrázek 11: Lena před odstraněńım šumu (vlevo) a Lena po odstraněńı šumu pomoćı
Gaussovy masky (vpravo)

Daľśı informace o využit́ı konvoluce pro zpracováńı obrazu může zv́ıdavý čtenář źıskat
v textu [3].
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Apendix A: Matice

Definice A.1 Necht’ jsou dány prvky a1,1, a1,2, . . . , am,n z dané množiny F. Matice typu
(m,n) (stručně m× n matice) je obdélńıková tabulka

A =

[ a1,1 . . . a1,n
...

. . .
...

am,1 . . . am,n

]
,

která má m · n prvk̊u ai,j uspořádaných do m řádk̊u rAi a n sloupc̊u sAj , takže

A =




rA1
...
rAm


 =

[
sA1 , . . . , s

A
n

]
,

rAi =
[
ai,1, . . . , ai,n

]
, sAj =

[ a1,j
...

am,j

]
.

Stručně ṕı̌seme též A = [ai,j].
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