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Uvod

Tento text je uréen pro tucastniky semindfe Skola matematického modelovani
(http://skomam.vsb.cz) a slouzi jako pomucka k ulohdm, které tesi studenti v prubéhu
tohoto semindfe. Tento seminaf, pro ktery pouzivdme zkratku SKOMAM, organizuje Ka-
tedra aplikované matematiky (http://am.vsb.cz) Fakulty elektrotechniky a informatiky
Vysoké skoly banské — Technické univerzity Ostrava jednou rocné jiz od roku 2005. Tento
rok probihd jiz 12. ro¢nik tohoto seminafte.

Pro pocitacové teSeni tuloh, kterymi se budeme zabyvat, jsme zvolili komercni systém
Matlab. Matlab se sklada z nékolika soucasti. Jde zejména o programovaci jazyk zaméreny
na numerické vypocty a vyvoj numerickych algoritmu. Matlab obsahuje také knihovnu
funkci pro feseni rady numerickych tloh. A dulezitou slozkou Matlabu je grafické prostiedi
pro interaktivni zaddvani piikazi. Podrobny popis tohoto jazyka je k dispozici v [1]. Pokud
¢tenar nasi knihy nemd Matlab k dispozici, muze pouzit systém Octave, ktery se znaéné po-
doba Matlabu a je volné k dispozici na webové adrese https: //www.gnu.org/software/octave.

Tento seminai je poradan s finanéni podporou Fakulty elektrotechniky a informatiky
(http:/ /www.fei.vsb.cz). Nad akci prevzala z&stitu Jednota ceskych matematiku a fyzika
(http://jemf.vsb.cz).


http://skomam.vsb.cz
http://am.vsb.cz
https://www.gnu.org/software/octave
http://www.fei.vsb.cz
http://jcmf.vsb.cz

CVICENT 1: MATLAB — NASTROJ PRO MATEMATICKE MODELOVAN{

Abychom se mohli vénovat numerickému reseni matematickych tloh, potiebujeme vhod-
né prostredi, které nam to umozni. A tak jako fyzici ¢i chemikové maji své laboratote,
maji i numeri¢ti matematici svou Maticovou laboratoil] - Matlab. Podrobné se tomuto
pracovnimu prostfedi a jeho piitkaztim vénuje prilozeny Matlabovsky slabikar [2] nebo
také tvod textu [I]. My si v tomto textu uvedeme pouze struény piehled matlabovskych
proménnych a ptikazu, které budeme potiebovat.

Prostredi
e help, demos, intro, who, whos, clear, size, length
Proménné
e Skalary
e Vektory
e Matice
Prikazy
e Skalarni funkce - sin, cos, tan, cot, exp, log, abs, sqrt, round
e Vektorové funkce a generovani vektoru - mazx, min, sort

e Maticové funkce a generovani matic - det, rand, ones, zeros, eye

e Skaldrni operace - +, —, %, /,
e Maticové a vektorové operace - +, —, *, “(transponovani), \ (A\v =z & Azr =)
Operace ,,po prvcich® - ., 7 ./

e 2D grafika (vykresleni grafu funkci jedné proménné) - plot, hold on, hold off, figure

e 3D grafika (vykresleni grafu funkei dvou proménnych) - meshgrid, mesh, contour,
hold on, hold off, figure

e Ridici pifkazy - if (podminény pifkaz), for, while (pifkazy cyklu se zndmym poctem
opakovani a podminkou na zacatku)

e Relace a logické operace - <, >, <=, >=, ==, ~= &, |, ~

e Skripty a funkce - function
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Vse si nyni vyzkousime pii feseni nasledujicich tuloh.

Ukol 1.1 Kolik élentt harmonické i"adyﬁ musime nejméné secist, aby tento ¢astecny

soucet fady mél hodnotu alespon 10 (15, 20)?

A

Ukol 1.2 Zkuste odhadnout s vyuzitim Matlabu soucet rady

= 1
Zn(n+1)’

n=1

Ukol 1.3 Sestrojte grafy nasledujicich funkef:

o flz)=ux

o fz)=VI—a?
o fx)=2"sin (%)
o f(z) =|a]

Ukol 1.4 Sestrojte grafy nasledujicich funkef:
o flz,y) =2+’

o flz.y) =2 +y’

o f(z,y) = (z? +y°) sin (@)

o f(z,y) =+/|zyl

2Radou (realnjch &isel) rozumime vyraz aj +as + -+ a, + - - -

oo 1

je an € R. Harmonickou nazyvame fadu )~ =.

= Zflozl an, kde pro kazdé n € N



CVICENT 2: OBRAZKY JAKO MATICE

V dobach analogovych fotoaparatu se vyfoceny obraz v kazdém okamziku uchovaval
skuteéné jako obraz. At uz na negativu filmu, nebo po vyvolani na fotografickém papite ¢i
diapozitivu. Dnes je tomu jinak. Pti zmacknuti spousté digitalniho fotoaparatu se aktudlni
scéna pred objektivem zachyti pomoci snimaciho ¢ipu a ulozi jako soubor &fsel na pamétovou
kartu. I kdybychom tuto kartu rozebrali, obrazky na ni neuvidime. K jejich zobrazeni
potfebujeme opét néjaké digitalni zatfizeni, které umi obraz ulozeny v jednickach a nulach
prevést do viditelné formy.

Matice obrazu

Pro jednoduchost se nejprve zabyvejme ¢ernobilymi obrazky - ptesnéji obrazky ve stupnich
sedé. V okamziku exponovani dojde k zachyceni snimané scény na ¢ip, ktery je tvofen sou-
stavou miniaturnich fotodiod usporddanych do radku a sloupcu. V zéavislosti na osvétleni
prislusné casti cipu kazdé z diod vyprodukuje urcity naboj, ktery je zméren, a jeho hodnota
je zaznamenana ve formeé ¢isla. V pripadé JPEG obrazku se jedna o celé ¢islo od 0 do 255E
pricemz hodnota 0 odpovida ¢erné a hodnota 255 bilé. Proces rozdéleni spojitého obrazu
na diskrétni hodnoty v jednotlivych oddélenych bodech se nazyva kvantovani a vzorkovani.

[ T]

|1 T

Obrézek 1: Priklad kvantovani a vzorkovani

Pomineme-li ve skute¢nosti bindarni ulozeni obrazu, muzeme si jeho digitalni podobu
predstavit jako obecné obdélnikovou tabulku ¢isel, ve které kazda hodnota reprezentuje jas
urcité malé plosky (pixelu) v zachyceném obraze. Tuto tabulku budeme oznacovat pojmem
matice obrazu:

ayy; Q12 - Q1n
21 Q292 -+ Q2n

A= . X . ,kde Qj j € {0,1,2,,255}
Qm,1 Am2 - Qmn

Piiklad ¢asti matice obrazu muzeme vidét na obr.

3Tyto hodnoty odpovidaji osmibitové reprezentaci ¢isla.



41 51 51 44 49 75 106 139 182 175 160 155 137 134 102 51

38 41 71 64 46 47 78 133 190 174 169 163 156 174 155 97

34 35 50 68 40 43 30 96 177 171 174 169 159 171 168 137
35 39 50 67 55 33 32 75 182 177 168 173 171 172 174 164
38 38 70 96 63 38 43 122 194 176 174 180 179 173 176 177
62 68 63 49 50 40 72 163 203 186 176 188 181 173 181 178
64 60 52 47 37 63 138 190 189 179 177 182 179 173 173 169
58 46 43 39 47 124 184 177 169 170 172 177 172 167 168 160
42 35 65 82 136 177 182 178 175 180 173 187 180 173 177 156
66 77 101 150 177 179 171 170 184 181 189 198 188 176 172 146
120 133 152 167 165 165 177 175 174 186 185 181 173 160 148 136
137 134 142 142 137 146 154 157 164 161 158 154 156 151 145 147
127 122 118 118 149 148 138 152 155 158 149 152 155 153 157 166
111 126 107 113 119 127 124 126 140 137 124 124 143 144 142 162
57 80 92 98 107 111 92 90 111 111 100 92 119 134 123 125
59 81 101 98 101 94 59 49 78 89 62 46 86 126 116 103

Obrazek 2: Cést matice obrazu

Histogram

Mame-li obrazek ve stupnich sedé (¢islech od 0 do 255), muze nés zajimat, kolikrat se
v obrazku jednotlivé stupné (¢isla) vyskytuji. Graf cetnosti vyskytu jednotlivych hodnot
v obrazku se nazyva histogram.

Obréazek 3: Obréazek a jeho histogram

Prestoze obrazek neni svym histogramem jednoznacné definovan, muzeme z histogramu
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o puvodnim obrazku hodné vycist. Tmavé obrazky maji v histogramu velké hodnoty nahro-
madeéné vlevé ¢asti grafu. Naopak svétlé obrazky maji v histogramu velké hodnoty v pravé
¢asti grafu. Histogram obrazku s nizkym kontrastem vypada jako jeden relativné uzky . ko-
pec”, zatimco obrazky s vysokym kontrastem maji vétsinou dva ,kopce“, kazdy na opacné
strané grafu.
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Obrazek 4: Priiklad ruznych obrazku a jejich histogramiu
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Jednoduché tupravy

Jak jsme si fekli, obrazky jsou v pocitaci ulozeny jako matice ¢isel, takze misto mani-
pulace s barevnymi ploskami nam staci provadét operace s ¢isly. Nyni si v jednoduchosti
popiseme nékteré zakladni operace s maticemi obrazku. Predpokladejme, ze mame obrazek
ve stupnich sedé, ktery ma 512 x 512 pixeltu. Matice takového obrazu, kterou oznacime I,
ma 512 fadku a 512 sloupcu. Dohromady je to 262144 cisel, takze je jasné, ze nebudeme
pocitat s kazdou hodnotou ru¢né, ale nastavime néjaké pravidlo, které pocitaci fekne, co
ma s jednotlivymi hodnotami udélat.

Orez obrazku provedeme jednodusSe tak, ze vybereme jen omezeny rozsah radku a
sloupcti puvodni matice. Napiiklad pro vyfez pravé horni ctvrtiny obrdzku I, vez-
meme pouze 1. az 256. faddek a 257. az 512. sloupec. Dostaneme tam matici I.pqp,
ktera ma 256 radku a 256 sloupcu.

Zesvétleni obrazku provedeme napiiklad tak, ze k hodnoté kazdého pixelu v matici
I,y pTicteme néjaké kladné cislo, napiiklad 100. Touto operaci se vSak muze stét,
ze se nékteré hodnoty ocitnou mimo rozsah 0 az 255. Opravime to naprtiklad tak,
ze vsechny hodnoty, které vyjdou veétsi nez 255, zmensime pravé na 255. Ve vSech
bodech, kde doslo k takovém ofezu hodnot ovSsem ztracime obrazovou informaci.

Ztmaveni obrazku muzeme provést obdobné jako zesvétleni, ale musime zkontrolovat,
zda nékteré hodnoty nevysly zaporné. Pokud ano, nastavime je na 0. Dalsi moznosti
je vyndsobit vsechny hodnoty matice obrazu néjakym ¢islem z intervalu (0,1). Zde
nehrozi, ze bychom se dostali mimo rozsah 0 az 255, ale muze se stat, ze vysledkem
nebudou jen celd cisla, a tak je potieba kazdou vyslednou hodnotu zaokrouhlit na
nejblizsi celé cislo.

Negativ obrazku je obraz, ktery ma obracenou reprezentaci ¢isel. V klasickém obrazku
odpovidéd 0 cerné a 255 bilé hodnoty mezi témito ¢isly odpovidaji ruznym stupnum
sedé od tmavé po svétlou. V negativnim zobrazeni je to naopak. Abychom nemuseli
preprogramovat zobrazovaci zafizeni k obraceni stupnice, muzeme obratit stupnici
piimo v nasem obrazu. Hodnoty 0 zménime na 255 a naopak. VSechny hodnoty
tedy vypocitame tak, ze puvodni hodnotu odec¢teme od cisla 255 a dostaneme prave
negativ puvodniho obrazku, ktery jiz zobrazime klasicky.

Prahovani je jednoducha operace, kde zvolime ¢ € (0,255) (jednoduchy prah). Jed-
notlivé prvky matice I, nastavime na 0, pokud piislusnd hodnota matice I,.;4 je
mensi nez ¢, a na 255, pokud je piislusnd hodnota matice I,.;, je vétsi nebo rovna ¢.

Vyrovnani histogramu je metoda, ktera slouzi k automatickému upraveni kontrastu
tak, aby byla ¢etnost jednotlivych hodnot rozdélena ptiblizné rovnomeérné. Tato me-
toda je automaticka a nezohlednuje, o jaky obrazek se jedna, takze vysledek muze
pusobit ponékud uméle.



Obrézek 5: Negativ obrazku (vlevo), obrézek po prahovani s parametrem ¢ = 50 (uprostied)

a t =150 (vpravo)
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Obrazek 6: Piiklad vyrovnani histogramu obrazku s nizkym kontrastem

Barevné obrazky

Pro reprezentaci barevného obrazu se pouzivaji matice rovnou tii - jedna pro kazdou ba-
revnou slozku RGBH Vysledny obraz pak vznikne slozenim téchto tii obrazi. Hodnota
kazdého pixelu obrazu se tedy sklada ze tii ¢isel, a tak se tato ploska zobrazuje v jedné
z 256% moznych barev.

Pro jiny formét souboru muze matice obrazu obsahovat i jind ¢isla nez cela ¢isla od 0
do 255. Muzeme naptiklad pouzit redlnd ¢isla z intervalu (0, 1), kdy fekneme, ze ¢erné je 0

4RGB je systém rozlozeni barevného obrazu na éerveny (R), zeleny (G) a modry (B) kanal.



a bila odpovida hodnoté 1. Pokud ulozime hodnoty kazdého pixelu ve forméatu 14-bitovych
¢isel, dostaneme az 163842 barev. BéZné zobrazovaci zaifzeni véak neumi takovy rozsah
barev zobrazit, a proto ve vétsiné pripadu staci uklddat obrazky do osmi bitu.

Obrazek 7: JPEG obrazek slozeny z RGB kanalu

Ukol 2.1 Nactéte svuj obrazek do Matlabu pomoci piikazu imread. Zobrazte tento
obrazek pomoci funkce imshow a zobrazte jeho jednotlivé slozky R, G a B. Pfevedte tento
obrazek do stupnu Sedé pomoci funkce rgb2gray a ulozte pomoci funkce imwrite. A



Ukol 2.2 Provedte libovolny vytez vaseho cernobilého obrazku obsahujici 512 x 512
pixelu a ulozte tento ofiznuty obrazek. Zobrazte histogram tohoto obrazku pomoci funkce
imhist. A

Ukol 2.3 Proved'te zesvétlen{ a ztmaven{ vaseho obrazku a vytvorte jeho negativ. Pro-
ved'te prahovani s prahem 10, 100, 150, 200. A

Ukol 2.4 Proved'te zvyseni kontrastu vaseho obrazku pomoci vyrovnani histogramu. A

Na zavér poznamenejme, ze mnohem vice lze o problematice zpracovani obrazu nalézt
v textu [3].



CVICENI 3: KONVOLUCE

V tomto cviceni si zkusime aplikovat na obrazky diskrétni konvoluci. Diskrétni konvo-
luce je zobrazeni, do kterého vstupuje obrazek a takzvana konvolucéni maska. Konvoluéni
maska specifikuje, co konkrétné konvoluce s obrazkem provede. Protoze se v pocitacich
obrazky vyskytuji nejcastéji ve formé matice, jejiz kazda hodnota odpovida jasu v daném
pixelu, neprekvapi nés, kdyz i konvolu¢ni maska bude ze stejného svéta. Diskrétni konvo-
luce tedy vezme matici obrazku a kazdému bodu pritadi novou hodnotu podle nasledujiciho
schématu:

PG
X Vodn;
y 2 3 [ ObraZ

7
S
7 Rog, VWslegn,
M i " jag, k N pixg
5 0

onvoluéni Masky

5 11g
. ;2,,,,,,,,,,,,,,‘,‘?5,,165 By
S0 995 1o
T 265 e -1
. ®

0 4

110 ]ﬂ

165225165 255 e 5|1

e el O AT Y
110 165 255 1 255
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Obrazek 8: Schéma diskrétni konvoluce

Jednoduse teceno: polozime masku na obrazek tak, aby stfed masky byl v bodé, kde
konvoluci pocitame, prenasobime kazdou hodnotou v masce prislusnou hodnotu obrazku a
potom vse seétemeﬁ

Pomoci konvoluce jsme schopni odstranit z obrazku sum nebo zvyraznit hrany, coz je
hojné vyuzivano, chceme-li, aby pocita¢ dokdzal sdm rozpoznat objekty na obrazku (tFeba
pii zpracovani dat z pramyslovych kamer).

Cim je maska vétsi, tim vétsi okolf bodu ndm muze zaséhnout do vypoctu. Nzorné je
to vidét v nésledujicim ptikladu, kdy byla nejdtive pouzita maska

1

9

—_ = =
—_ = =
—_ = =

ktera vlastné novou hodnotu spoéita jako prumeér hodnot v okolnich bodech. Poté na stejny
obrazek aplikujeme masku vétsi, ale opét s hodnotami, které zprumeéruji hodnoty obréazku:

ko k
®Konvoluci vypoéteme pomoci piedpisu (f * k) (z,y) = >, >, f(z+ry+s)h(r,s), kde funkce f
r=—ks=—k
popisuje obrazek a funkce h masku.
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Obrazek 9: Lena pred aplikaci konvoluce (vlevo), po konvoluci s maskou 3 x 3 (uprostied)
a po konvoluci s maskou 5 x 5 (vpravo)

Jak si muzeme vsimnout, nase maska zprumérovanim hodnot na okoli obraz rozmazala,
a to tim vice, ¢im vétsi okoli bodu se do pruméru zapocitalo. Kdyby byla maska stejné
velikd jako obrazek, tak by cely vysledny obréazek byl jen v jedné barve.

V minulém cviceni jsme si ukazali, jak se v Matlabu pracuje s maticemi obrazu. Nyni
si zkusime naprogramovat diskrétni konvoluci podle nasledujiciho algoritmu.

Algoritmus 1: Diskrétni konvoluce
obrazek = mnacti_obrazek ()
N,M = rozmery (obrazek)
maska = matice(n,n)

for i=1..N
for j=1..M
restrikce = obrazek ((i-—n/2):(i4+n/2),(j——m/2):(j+n/2))
novy_obrazek (i,j) = suma_prvku(maska .x restrikce)
end
end

uloz_obrazek (novy_obrazek)

Abychom se vyhnuli preénivani masky ,,do prazdna‘“ pri poc¢itani hodnot u krajnich
bodu, nebudeme konvoluci pocitat v bodech, ve kterych by maska precnivala pres okraj
obrazku. Vytvoiime si vlastné takovy ramecek, na kterém vypocet konvoluce prosté vy-
nechame.
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Ukol 3.1 N aprogramujte diskrétni konvoluci podle navodu vyse a na obrazcich Lena.png
a bricks.jpg (muzete pouzit i své obrazky z minulého cviceni) otestujte nésledujici kon-
volucni masky. Obrazky nacitejte v odstinech Sedi.

111
e 11111 ... odstrani sum
111
1 21
e 242 ... Gaussova maska
1 21
[0 10
° 1 —4 1 ... Laplaceova maska
|0 10
0 -1 0
° -1 5 -1 ... zvyrazni hrany
| 0 -1 0
[ -1 0 1
° -2 0 2 ... zvyrazni svislé hrany
| -1 0 1
[ -1 -2 —1
° 0 0 O ... zvyrazni vodorovné hrany
1 2 1

U poslednich ¢tyf masek prictéte ke kazdému bodu jesté hodnotu 128, at obrazky nejsou
moc tmavé. A

Pro ilustraci praktického vyuziti diskrétni konvoluce pouzijeme na zasumény obrazek
konvolu¢ni masku

|
= =
= =
I Y T =
I Y T =
I Y T =

viz obr. [10.

Jak je vidét, pouzili jsme stejnou masku, na které jsme si ukazovali rozmazani obrazku.
P1i odstranovani sumu pomoci diskrétni konvoluce se rozmazani obrazku pravdépodobné
nevyhneme. Cim vétsi sum potiebujeme z obrazku odfiltrovat, tfim vice budeme muset
obrazek rozmazat.
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Obrazek 10: Lena pfed odstranénim Sumu (vlevo) a Lena po odstranéni sumu (vpravo)

Velmi podobny vysledek bychom obdrzeli i pfi pouziti Gaussovy masky

1 4 7 41
L |4 16 26 16 4
— |7 2 41 26 7|,
2131 4 16 26 16 4

1 4 7 41

viz obr. [l

Obrazek 11: Lena pted odstranénim Sumu (vlevo) a Lena po odstranéni Sumu pomoci
Gaussovy masky (vpravo)

Dalsi informace o vyuziti konvoluce pro zpracovani obrazu muze zvidavy ¢tenar ziskat
v textu [3].
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APENDIX A: MATICE

Definice A.1 Necht jsou dény prvky 11,012, ---,0n,y zdané mnoziny F. Matice typu
(m,n) (struéné m x n matice) je obdélnikova tabulka

a1 ... Ain
T : )
m,1 -+ Amn

kterd ma m - n prvki a; ; usporddanych do m fadkt r{* a n sloupcu s;»‘, takze

A:

r
A= | =[st ..., 80,
T;?l CLL]
ri = [%1, ,am], s;‘: [ : ]
am,j

Strucné piSeme téz A = [a; ;.
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