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cesta

Hamilton
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Škola matematického modelováńı, 31.1.2013
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Závěr
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Vážený graf

Hamiltonovská
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Co neńı (náš) graf ...

Definice
Graf je dvojice množin (V ,E ), kde V je neprázdná množina
vrchol̊u a E je množina dvouprvkových podmnožin
množiny V .
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Bonus

3 / 49
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Co je graf?

Definice (ḿırně p̌reformulovaná)

Graf je dvojice množin (V ,E ). V je množina bodů v rovině a
množina hran E obsahuje spojnice vrchol̊u v rovině.
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Závěr
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Graf je šikovný d́ıky p̌rehlednému znázorněńı.

x

yz

u

v w

I objekty zakresĺıme jako punt́ıky – vrcholy
I objekty spolu souviśı – hrana je spojnice mezi vrcholy
I objekty spolu nesouviśı – mezi vrcholy neńı hrana
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Vážený graf

Hamiltonovská
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Sestavujeme bludǐstě
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Daľśı (jednoduché) pojmy

x

yz

u

v w

I Stupeň vrcholu – počet hran, které konč́ı ve vrcholu.
I Tah v grafu – posloupnost vrchol̊u a hran, které na sebe

“navazuj́ı”, ale žádná hrana se neopakuje.
Tah zač́ıná a konč́ı vždy vrcholem.
x , xu, u, uy , y , yv , v , vw ,w ,wu, u, uv , v .

I Souvislý graf – mezi každými dvěma vrcholy v grafu
najdeme tah.
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Historie pojmu graf

Problém most̊u města Královce 1736
Pruské město Královec lež́ı na řece Pregole. Řeka vytvá̌ŕı dva
ostrovy, které byly s městem spojeny sedmi mosty.

Otázka
Můžeme p̌rej́ıt všech sedm most̊u tak, abych p̌rešli každý
most právě jednou?
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Leonhard Euler

Leonhard Euler (1707–1783)

Problém byl vy̌rešen Leonhardem Eulerem v roce 1736.
Euler dokázal, že to možné neńı.

Věta
Graf G lze nakreslit jedńım otev̌reným tahem právě když G
je souvislý a právě dva vrcholy v G jsou lichého stupně.



Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Bloud́ıme v bludǐsti
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Bonus

9 / 49

Přeformulováńı do řeči teorie graf̊u

Sestav́ıme graf:

I vrcholy – oba b̌rehy a oba ostrovy
I hrany – mosty, které b̌rehy a ostrovy spojuj́ı

Procházka v grafu:
posloupnost vrchol̊u a hran, které na sebe navazuj́ı.
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Přeformulováńı do řeči teorie graf̊u

Sestav́ıme graf:
I vrcholy – oba b̌rehy a oba ostrovy
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Grafová interpretace
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Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Závěr
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Šachovnice

Bludǐstě
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Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Závěr
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Věta o kresleńı jedńım tahem

Definice
Tah v grafu G je taková posloupnost vrchol̊u a hran

v0, v0v1, v1, v1v2, v2, . . . , vn−1vn, vn,

kde vi jsou vrcholy grafu G , vivi+1 jsou hrany grafu G a
žádná hrana se v tahu neopakuje.
Počet hran tahu nazveme délkou tahu v0vn.

Definice
Eulerovský tah je tah, který obsahuje všechny hrany daného
grafu. Graf, ve kterém existuje eulerovský tah, se nazývá
eulerovský graf.

Věta
Graf G je možno nakreslit jedńım (uzav̌reným) tahem právě
tehdy, když G je souvislý a všechny vrcholy v G jsou sudého
stupně.

Důkaz matematickou indukćı vzhledem k počtu hran.
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Bloud́ıme v bludǐsti
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Definice
Eulerovský tah je tah, který obsahuje všechny hrany daného
grafu. Graf, ve kterém existuje eulerovský tah, se nazývá
eulerovský graf.

Věta
Graf G je možno nakreslit jedńım (uzav̌reným) tahem právě
tehdy, když G je souvislý a všechny vrcholy v G jsou sudého
stupně.

Důkaz matematickou indukćı vzhledem k počtu hran.
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Sestavujeme bludǐstě
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Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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tehdy, když G je souvislý a všechny vrcholy v G jsou sudého
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Myšlenka d̊ukazu

Indukćı vzhledem k počtu hran (jen myšlenka důkazu).

I Základ indukce:
Lze použ́ıt triviálńı graf. Pro netriviálńı souvislý graf G
se sudými stupni je každý vrchol stupně alespoň 2.
Nejmenš́ı takový graf je cyklus C , který je jistě možno
nakreslit jedńım uzav̌reným tahem.

I Indukčńı krok:
Předpokládejme, že každý souvislý graf s méně než |E |
hranami je možno nakreslit jedńım uzav̌reným tahem.
V G najdeme cyklus C (každý vrchol stupně alespoň 2).
V grafu G − C jsou vrcholy sudého stupně a nebo
izolované vrcholy. Pokud G − C neńı souvislý, lze
každou jeho komponentu dle indukčńıho p̌redpokladu
nakreslit jedńım tahem.
Nyńı p̌ridáme do cyklu C uzav̌rený tah pro každý vrchol
daľśı vi , který lež́ı v některé komponentě. Źıskáme
uzav̌rený tah grafem G .

Podle principu matematické indukce je důkaz hotov.
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Závěr
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Myšlenka d̊ukazu
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Sestavujeme bludǐstě
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Daľśı věta o kresleńı jedńım a v́ıce tahy tahem

Věta
Graf G lze nakreslit jedńım otev̌reným tahem právě tehdy,
když G je souvislý a právě dva vrcholy v G jsou lichého
stupně.

Věta
Graf G lze nakreslit k otev̌renými tahy právě tehdy, když G
je souvislý a právě 2k vrchol̊u v G je lichého stupně.

Dokáž́ı se jako důsledky prvńı věty.
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Daľśı aplikace

Jednotažky

I kdy jde obrázek nakreslit jedńım tahem?

I kdy nejde obrázek nakreslit jedńım tahem?

I kolika (minimálně) tahy jde obrázek nakreslit?

Př́ıklady, kdy preferujeme “kresleńı jedńım tahem”

I ukĺızeńı sněhu z ulic

I vyvážeńı odpadk̊u

I roznášeńı pošty

I robotické svǎrováńı

I vyš́ıváńı

I . . . v teorii kódováńı

Samožrejmě někdy má smysl řešit úlohy v́ıce tahy.
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Bonus

13 / 49
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Bonus

13 / 49
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Grafová interpretace
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Př́ıklady
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Vážený graf

Hamiltonovská
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Vážený graf

Hamiltonovská
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Př́ıklady

Máme dán půdorys domu.
Je možno proj́ıt každými dvěrmi v domě právě jednou?

Snadno sestav́ıme odpov́ıdaj́ıćı graf a zjist́ıme, že . . .

ne!



Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Grafová interpretace
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Šachovnice

Bludǐstě
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cesta

Hamilton
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Bloud́ıme v bludǐsti

Sestavujeme bludǐstě
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Tah a cesta v grafu

Doposud jsme v grafu hledali tahy. Nyńı budeme hledat
cesty.

Definice
Tah v grafu G je taková posloupnost vrchol̊u a hran

v0, v0v1, v1, v1v2, v2, . . . , vn−1vn, vn,

kde vi jsou vrcholy grafu G a vivi+1 jsou hrany grafu G a
žádná hrana se neopakuje.

Definice
Cesta je tah, ve kterém se neopakuj́ı ani žádné vrcholy.
Počet hran cesty nazveme délkou cesty.
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I Př́ıklad tahu (délky 6):

x , xu, u, uy , y , yv , v , vw ,w ,wu, u, uv , v .

I Př́ıklad cesty (délky 4):

x , xu, u, uw ,w ,wv , v , vy , y .

I Ani tah ani cesta:

x , xu, u, uy , y , yu, u.
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Bonus

20 / 49

Délka cesty mezi vrcholy

vu

x

w z

y

Jaká je délka nejkraťśı cesty mezi x a y?
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Vážený graf

Definice
Ve ohodnoceném (váženém) grafu je nav́ıc každé hraně
p̌rǐrazeno č́ıslo (obvykle kladné reálné) č́ıslo.

vu

x

w z

y

5

2

5

4

4

6

2 1

Jaká je délka nejkraťśı cesty mezi x a y?

Existuj́ı obecné algoritmy a algoritmy specifické pro nějaký
typ grafu . . .
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Bloud́ıme v bludǐsti
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typ grafu . . .



Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Sestavujeme bludǐstě
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Hamiltonovská cesta a cyklus

Definice
Hamiltonovská cesta v grafu obsahuje všechny vrcholy grafu.
Hamiltonovský cyklus v grafu je takový uzav̌rený tah (prvńı
vrchol tahu splývá s posledńım), který obsahuje všechny
vrcholy grafu, p̌ričemž žádný vrchol se neopakuje.
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Bloud́ıme v bludǐsti
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Grafová interpretace

Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Hamiltonovská cesta a eulerovský tah
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x
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Pozor:

I eulerovský tah projde všechny hrany

I hamiltonovská cesta projde všechny vrcholy
(nemuśı proj́ıt všechny hrany!) těžš́ı naj́ıt
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Hamilton

William Rowan Hamilton (1805–1865)

Teoretickou úlohu prodával jako hlavolam.
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Sestavujeme bludǐstě
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Bonus

25 / 49



Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Pravidelný dvanáctistěn (“dodekaedr”).

Nakreslený do roviny.
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Šachovnice

Bludǐstě
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Otázka pro ŠKOMAM cup

Najděte v grafu dva nezávislé hamiltonovské cykly.
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cesta

Hamilton
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Sestavujeme bludǐstě
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Jezdec na šachovnici

Formulace úlohy

Je možné proj́ıt celou šachovnici jezdcem tak, abychom
na každé pole vstoupili právě jednou?
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Šachovnice

Bludǐstě
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Formulace úlohy

Je možné proj́ıt celou šachovnici jezdcem tak, abychom
na každé pole vstoupili právě jednou a vrátili se na výchoźı
poĺıčko?
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Bloud́ıme v bludǐsti
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Je možné proj́ıt celou šachovnici jezdcem tak, abychom
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Vážený graf

Hamiltonovská
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Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Existuje v grafu hamiltonovský cyklus?

Stač́ı si něčeho v grafu všimnout. . .
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Bonus

31 / 49
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Pro šachovnici 8× 8 řešeńı existuje.
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Bludǐstě
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Šachovnice

Bludǐstě
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Hledáńı cesty v bludǐsti

Sestav́ıme graf:

I vrcholy jsou ǩrižovatky nebo významné body,

I hranou spoj́ıme vrcholy, pokud jsou odpov́ıdaj́ıćı
ǩrižovatky v bludǐsti spojeny chodbou.

V grafu hledáme cesty

I prohledáváńım do š́ı̌rky,

I prohledáváńım do hloubky,

I algoritmem pro nalezeńı nejkraťśıch cest.

Hlavńı myšlenka algoritmů pro hledáńı cest:

I na začátku máme “neobjevené” vrcholy,

I v každém kroku vrcholy “objevujeme” a pro každý
vrchol si zapamatujeme p̌redchůdce,

I nakonec cestu rekonstruujeme od konce.
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cesta

Hamilton
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Bonus

34 / 49
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ǩrižovatky v bludǐsti spojeny chodbou.

V grafu hledáme cesty
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Sestavujeme bludǐstě

Můžeme použ́ıt p̌rekvapivě jednoduchý postup:
I sestav́ıme graf vhodné struktury,

I ohodnot́ıme hrany náhodnými č́ısly z p̌redepsaného
intervalu,

I najdeme minimálńı kostru grafu,
I dle kostry zakresĺıme bludǐstě (stěna kde neńı hrana).
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Grafová interpretace
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Sestavujeme bludǐstě
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Př́ıklady

Přidáme start, ćıl a můžeme hledat cesty.
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Závěr
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Stejným postupem bludǐstě s v́ıce vrstvami . . .
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Vážený graf

Hamiltonovská
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Šachovnice

Bludǐstě
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. . . nebo bludǐstě zakreslené v prostoru . . .
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Bloud́ıme v bludǐsti

Sestavujeme bludǐstě
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. . . nebo čty̌rrozměrné bludǐstě.
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Linky

cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler

cs.wikipedia.org/wiki/Eulerovský tah

projecteuler.net/index.php?section=problems

www.cut-the-knot.org/ctk/Mazes.shtml

en.wikipedia.org/wiki/Maze generation algorithm
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Děkuji za pozornost.
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Koza vlk a zeĺı

Formulace úlohy

Hospodá̌r se vraćı z trhu, kde koupil kozu, mladého vlka a
zeĺı. Na cestě domů se muśı p̌replavit p̌res řeku. Jeho lod’ka
je malá a vratká, proto může s sebou vźıt vždy jen jednu ze
ťŕı věćı. Na b̌rehu nemohou spolu z̊ustat koza a zeĺı (protože
by koza zeĺı sežrala), ani koza s vlkem (protože by vlk
pokousal kozu).
Jak muśı hospodá̌r p̌revoz zorganizovat, aby dostal na druhý
b̌reh celý sv̊uj nákup? Kolik existuje řešeńı?

Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Sestav́ıme graf

I vrcholy grafu = stavy (kdo je na levém b̌rehu?)

I hrany = možný p̌rechod
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Bloud́ıme v bludǐsti
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by koza zeĺı sežrala), ani koza s vlkem (protože by vlk
pokousal kozu).
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Hospodá̌r se vraćı z trhu, kde koupil kozu, mladého vlka a
zeĺı. Na cestě domů se muśı p̌replavit p̌res řeku. Jeho lod’ka
je malá a vratká, proto může s sebou vźıt vždy jen jednu ze
ťŕı věćı. Na b̌rehu nemohou spolu z̊ustat koza a zeĺı (protože
by koza zeĺı sežrala), ani koza s vlkem (protože by vlk
pokousal kozu).
Jak muśı hospodá̌r p̌revoz zorganizovat, aby dostal na druhý
b̌reh celý sv̊uj nákup? Kolik existuje řešeńı?

Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Sestav́ıme graf

I vrcholy grafu = stavy (kdo je na levém b̌rehu?)
I hrany = možný p̌rechod
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Bloud́ıme v bludǐsti
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Formulace úlohy
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Grafová interpretace
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b̌reh celý sv̊uj nákup? Kolik existuje řešeńı?
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Řešeńı užit́ım grafu
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Bloud́ıme v bludǐsti
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Jiná úloha

Formulace úlohy

Co nejmenš́ım počtem tahů zajistěte, aby čerńı jezdci stály
na ḿıstě b́ılých a naopak.
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Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Sestav́ıme stavový graf:

I vrcholy jsou možné stavy ({b́ıĺı jezdci}, {čerńı jezdci}),

I hrany odpov́ıdaj́ı povoleným tahům.

Nap̌ŕıklad ({a1, d4}, {a4, d1}) a ({a1, d4}, {a4, c3}) jsou
spojeny hranou.
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Šachovnice

Bludǐstě
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Závěr
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Putováńı grafem

Cesty v grafech

Délka cesty
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Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Dostaneme graf, který má:

I C ∗(2, 2, 12) = 10920 vrchol̊u ({b1, b2}, {c1, c2}),

I x hran (̌rádově statiśıce).

V tomto p̌ŕıpadě je stavový graf extrémně veliký.

Nemá smysl sestavovat graf ručně – můžete zkusit
naprogramovat. . .
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Grafová interpretace
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cesta

Hamilton
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Dostaneme graf, který má:
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naprogramovat. . .



Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Raději sestav́ıme jiný graf a vy̌reš́ıme ručně!

1
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16

Bude počet tahů jednoho jezdce sudý nebo lichý?

Stač́ı 4 · 5 = 20 tahů.



Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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Závěr
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Bonus

47 / 49
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Prolomeńı kódu

Formulace úlohy

Záznamńık je možno p̌rehrát dálkově užit́ım tónové volby.
Stač́ı zadat správnou posloupnosti tónů bez ohledu na
p̌redchoźı stisknuté klávesy . Je-li 1234 heslo záznamńıku,
můžeme zadat 1234, nebo 81234 nebo i 63825431234.

Otázky

I Nejmenš́ı počet cifer, který zajist́ı prolomeńı kódu?

I Jak sestrojit p̌ŕıslušnou posloupnost č́ısel?
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Sestavujeme bludǐstě
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Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Sestav́ıme graf:

I vrcholy jsou kódová slova bez posledńıho znaku,

I orientované hrany spoj́ı dvě slova:
vznikne vynecháńım prvńıho a p̌ridáńım znaku na konec.

I Jedná se o orientovaný eulerovský graf!

I Existuje (uzav̌rený) eulerovský tah všemi vrcholy.
Každá hrana odpov́ıdá jednomu slovo.

Sestaveńı kódu:

1. Jméno prvńıho vrcholu vybereme xyz ,

2. za každou hranu tahu p̌ridáme jeden znak w ,

3. nakonec zopakujeme znaky xyz .

Celkem dostaneme právě 10 003 cifer.
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Šachovnice

Bludǐstě
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Formulace úlohy pomoćı teorie graf̊u

Sestav́ıme graf:

I vrcholy jsou kódová slova bez posledńıho znaku,

I orientované hrany spoj́ı dvě slova:
vznikne vynecháńım prvńıho a p̌ridáńım znaku na konec.

I Jedná se o orientovaný eulerovský graf!

I Existuje (uzav̌rený) eulerovský tah všemi vrcholy.
Každá hrana odpov́ıdá jednomu slovo.

Sestaveńı kódu:

1. Jméno prvńıho vrcholu vybereme xyz ,

2. za každou hranu tahu p̌ridáme jeden znak w ,

3. nakonec zopakujeme znaky xyz .

Celkem dostaneme právě 10 003 cifer.
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cesta

Hamilton
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Bonus

49 / 49
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cesta

Hamilton
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Sestav́ıme graf:

I vrcholy jsou kódová slova bez posledńıho znaku,
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Vážený graf

Hamiltonovská
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I orientované hrany spoj́ı dvě slova:
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Procházky
v grafech

Pojem grafu

Vrcholy a hrany

Historie pojmu graf

Eulerovské grafy
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