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Definice. Funkce [ se nazyvd ryze konvexrni na intervalu I, jestliZe pro
libovolna x1,x9 € I a libovolna A1, Ao > 0 takovad, Ze A\{ + Ao = 1, plati

FAz1 + Aoxo) < A f(zy) + Ao f(x9),

pricemz rovnost nastane, prave kdyz r1 = 9.
Podobné definujeme i tzv. ryze konkavni funkci.

Definice. Funkce f se nazyvd ryze konkdvni na intervalu I, jestlize pro
libovolna x1,x9 € I a libovolnd A, Ao > 0 takovd, Ze \{ + Ao = 1, plati

fMz1 4+ Aowo) > A f(zq) + Ao f(x9),

pricemz rovnost nastane, prave kdyz x1 = 9.
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Véta (Jensenova nerovnost). Jestlize je funkce f ryze konvexnt, resp.
ryze konkdavni, na intervalu I, pak pro libovolnd x1,xo,...,xn € I a libo-
volnd A\, Ao, ..., A\p > 0 takovd, Ze \{ + Ao+ -+ A\, = 1, platt

fzy + Xozo+ -+ Apzn) < A f(xg) + Aof(xg) + - - -+ A fan),
resp.

fA1x1+ Xz + -+ App) > A f(x)) + Aaf(xo) + -+ A f(zn).

Rovnost pritom nastane, prave kdyz plati xt1 =19 = -+ = xp,.

Dukaz. Lze provést indukei vzhledem k n. ]
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Dusledek. Jestlize je funkce [ ryze konvexnt, resp. ryze konkdvni, na

intervalu I, pak pro libovolnad x1,x9,...,xy € I platt
! (:U1—|—562+°"—|—£Cn) < flxy) + flaxo) + -+ flxpn)
n - n ’
resp.
f(561+5132+°“+33n) o Sl + flxg) + - + flan)
n - n '
Rovnost pritom nastane, prave kdyzZ plati xt1 =19 = -+ = xp,.

Dikaz. Tvrzeni plyne pfimo z Jensenovy nerovnosti. Staci zvolit
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Priklad. Ze vsech trojuhelniki s vnitrnima uhly o, 3, najdéte ten, pro
ktery je hodnota vyrazu sin a + sin 3 4 sin~y mazrimalns.

Reseni. Pouzijeme diisledek Jensenovy nerovnosti pro funkci sinz, kterd je
ryze konkdvni na intervalu (0, 7). Mame tedy

sina +sin 3 +siny | (oﬁ—ﬁ—l—w) T V3
3 < sin = Sin

Odtud
3v/3

sin v + sin 3 4 siny < —

Rovnost pritom nastane, prave kdyz a = 3 = ~, tj. pravé kdyz se jedna o
rovnostranny trojuhelnik. ]
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Véta (AG—nerovnost). Pro libovolnd nezdapornd redlnd c¢isla x1,xo, ..., Tn

plati
T+ T4+
Lo > waizg. . Tn. (AG)
n
Rovnost v posledni nerovnost: nastane, prave kdyz r1 = x9 = -+ - = xp,.

Dikaz. Pouzijeme diisledek Jensenovy nerovnosti a ryzi konkavnosti funkce
f(x) = log x na intervalu (0, +00). Pro libovolna kladna x1, o, ...,y tedy
plati

r1+xo+ -+ apn logxy +logag+ - +logxy,
log( )>

el )

n n

coz po tpraveé dava AG-nerovnost (pro kladné x1, 29, ..., zy). ]
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Véta (nerovnost mezi mocninnymi priaméry). Pro libovolnd nezd-

pornd redalnd cisla ay,ao,...,an a libovolnd kladnd cisla r a s splnujict
r < s plati
a/r_l_ar_l_...+a/T % a/S_|_a/S_|_..._|_a/S %
1 2 n 1 2 n
n - n
Rovnost v posledni nerovnost: nastane, prave kdyz ay = as = - - - = ay,.

Poznamka. Podobna nerovnost plati 1 v pripadé, ze predpokladame pouze
nenulovost ¢isel 7 a s. Pak je ovsem nutné predpokladat, ze ¢isla ay, aq, . .., ap
jsou kladna.
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Dikaz. Pouzijeme dusledek Jensenovy nerovnosti a vyuZzijeme ryzi konvex-

nosti funkce f(z) = ¥ na intervalu (0, +00). Pro libovolna nezéporna
xr1,X9,...,Ty tedy plati

5 s 5
n - n '
Polozme nyni x1 = aj,x9 = a5, ..., on = a,. Po dosazeni do posledni nerov-

nosti dostavame

— )

S
(a{+a§+~-+a%)F<a‘f+a§+---+a%
n

(i

coz po uprave dava pozadovanou nerovnost. ]
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Dusledek (AK-—merovnost). Pro libovolnd nezapornd redlnd cisla

ai,as, ..., an plati
2 2 4 ... 2
a/1‘|_a2‘|_—|_a/n a1+a2+ —I_an (AK)
n - n '
Rovnost v posledni nerovnost: nastane, prave kdyz ay = as = - - - = ay,.

Dusledek (Youngova nerovnost). Pro libovolnd nezdpornd redlnd cisla
x,y a libovolnd kladnd redlnd cisla p, q splﬁujz/cz’]% + % =1 plati
P
Yy < — + y_.
D q
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Priklad. Najdete obdélnik daného obvodu o, jehoZ uhlopricka md mini-
malni velikost.

Napoveda.
a+b oV 2
u—\/a+b2>\[( ) T\/_
Rovnost nastane, pravé kdyz a = b, tj. kdyz se jedna o ¢tverec. ]

Priklad. Najdete trojuhelnik daneho obvodu o = 2s, ktery md nejvetsi

obsah.
Napoveéda.

AG _ _ . 3 4
SQZS'(S—G)(S—ID)<S—C>Ss-<(8 CL)"‘(SSb)"‘(S C)) :;_7.

Rovnost nastane, pravé kdyz a = b = ¢, tj. kdyz se jednd o rovnostranny
trojtihelnik. ]
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Priklad. Z plechu tvaru ctverce vyriznéte v rozich ctyri stejné ctverce
tak, aby ohnutim a spajenim vznikla krabicka mazimadlniho objemu.

Napowvéda. Stranu ¢tvercového plechu oznac¢me a a stranu vyriznutych ¢tverct
oznac¢me x. Pak pro objem krabicky plati

V=(a—22)* =z

Nyni pouzijeme AG—nerovnost nasledujicim zptisobem:

— 4 a — && X 3

Rovnost v posledni nerovnosti nastane, pravé kdyz a —2x = 4x, tj. x = %. ]

Poznamka. Muzete se zkusit zamyslet nad tim, jak by se resil pripad, kdyby
puvodni plech nebyl ¢tvercovy, ale obdélnikovy (napt. 7 x 15).



