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Co neni (nas) graf ...

Definice

Graf je dvojice mnoZin (V,E). V je neprazdnd mnoZina
vrcholi a E je mnoZina dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny
V.
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Co je graf?

Definice (pfeformulovana)
Graf je dvojice mnozin (V, E). V je mnoZina bodil v roving a
mnozina hran E obsahuje spojnice vrcholi v roving.
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Graf je Sikovny diky pfehlednému znazornéni.
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> Objekty - VrChO|y Stavovy graf

Koza vik a zelf

» objekty spolu souvisi — mezi vrcholy je hrana Sachounice podruhé

» objekty spolu nesouvisi — mezi vrcholy neni hrana e
Zavér



Dalsi (jednoduché) pojmy Prochizky
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» Stupeii vrcholu — podet hran, které kon&i ve vrcholu. Stavovy graf

Koza vik a zelf

» Tah v grafu — posloupnost vrcholi a hran, které Sachauics podruhé
na sebe “navazuji’, Zddna hrana se neopakuje. i
Tah za&ind a kon&i vzdy vrcholem.
A AD,D,DC,C,CF,F,FD,D,DB,B,BC, C.
» Souvisly graf — mezi kazdymi dv&ma vrcholy v grafu
najdeme tah.



Historie pojmu graf Prochézky

v grafech

Problém mostii mésta Kralovce 1736
Pruské mésto Kralovec leZi na fece Pregole. Reka vytvaf¥i dva
ostrovy, které byly s méstem spojeny sedmi mosty.

Vrcholy a hrany
Historie pojmu graf

Grafov4 interpretace

Pu

ani grafem

Piklady

Hamilton

Sachovnice

Koza vlk a zeli

Sachovnice podruhé
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Otazka
Mohu v8echny mosty pfejit tak, abych vstoupil na kazdy
most pouze jednou?



Leonhard Euler

L
°

SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK
BANCA NAZIUNALA SVIZRA

Leonhard Euler (1707-1783)

Problém byl vyfeSen Leonhardem Eulerem v roce 1736.
Euler dokazal, Ze to moZné neni.

Véta
Graf G Ize nakreslit jednim otev¥enym tahem pravé kdyZ G
Je souvisly a pravé dva vrcholy v G jsou lichého stupné.
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P¥eformulovani do ¥eti teorie grafi FEsieay

v grafech

Vrcholy a hrany
Historie pojmu graf

Grafova interpretace

Putovanf grafem

Piklady

Sestavime graf: Délka cesty
Vazeny graf

» vrcholy — oba bfehy a oba ostrovy

» hrany — mosty, které bfehy a ostrovy spojuji Harmilton

Sachovnice

Koza vk a zell
Sachovnice podruhé

Prolomeni kédu

Prochazka v grafu:
posloupnost vrchol a hran, které na sebe navazuji.



Prochazky
v grafech

Véta o kresleni jednim tahem

Definice
Tah v grafu G je takova posloupnost vrcholii a hran

V07 V0V17 V17 V1V27 V27 ] Vn—lvna Vn7

Grafova interpretace

kde v; jsou vrcholy grafu G a vjvjy1 jsou hrany grafu G a
Zadnd hrana se neopakuje.
Pocet hran tahu nazveme délkou tahu vgv,.

Definice

Eulerovsky tah je tah, ktery obsahuje vSechny hrany daného
grafu. Graf, ve kterém existuje eulerovsky tah se nazyvd
eulerovsky graf.

Véta
Graf G je moZno nakreslit jednim (uzavfenym) tahem, pravé
kdy? G je souvisly a vSechny vrcholy v G jsou sudého stupné.

Dikaz matematickou indukci vzhledem k poctu hran.



« ° Prochazky
Myslenka diikazu v grafech

Indukei vzhledem k pottu hran (jen myslenka diikazu).

» Ziklad indukce:
Lze pouZit trividlni graf. Pro netrividlni souvisly graf G
je kazdy vrchol stupné alespoii 2. Nejmensi takovy graf
je cyklus C,. G je jisté€ mozno nakreslit jednim
uzavfenym tahem (prot¢?).

» Indukéni krok:
P¥edpokladejme, Ze kaZzdy souvisly graf s méné& nez |E|
hranami je moZno nakreslit jednim uzavfenym tahem.
V G najdeme cyklus C (kazdy vrchol stupng& alespoii 2).
V grafu G — C jsou vrcholy sudého stupné a nebo
izolované vrcholy. Pokud G — C neni souvisly, Ize
kaZdou jeho komponentu dle indukéniho ptedpokladu
nakreslit jednim tahem.
Nyni p¥iddame do cyklu C uzav¥eny tah pro kazdy vrchol
dalsi v;, ktery lezi v nékteré komponenté. Ziskame
uzavfeny tah grafem G.

Grafova interpretace

Podle principu matematické indukce je dikaz hotov.



Dalsi véta o kresleni jednim a vice tahy tahem oty

v grafech

Véta
Graf G Ize nakreslit jednim otevFenym tahem, pravé kdyZ G St et
Jje souvisly a pravé dva vrcholy v G jsou lichého stupné.

Véta
Graf G Ize nakreslit k otevienymi tahy, pravé kdyz G je
souvisly a pravé 2k vrcholi v G je lichého stupné.

DokaZi se jako disledek prvni véty.



Prochazky

Da|§l' aplikace v grafech

Jednotazky

>
>
>

kdy jde obrazek nakreslit jednim tahem?

kdy nejde obrdzek nakreslit jednim tahem?

Putovéni grafem

kolika (minimaIn&) tahy jde obrazek nakreslit?

P¥iklady, kdy preferujeme “kresleni jednim tahem”

>

vV v v VY

uklizeni snéhu z ulic
vyvaZzeni odpadkd
roznaseni posty
vysSivan{

v teorii kédovani

Samoziejmé nékdy ma smysl fesit dlohy vice tahy.



Priklady

Jde nésledujici obrazek nakreslit jednim tahem?

Ano!
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Priklady

Jde nésledujici obrazek nakreslit jednim tahem?

Nel
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Tah a cesta v grafu Prochiizky

v grafech

Doposud jsme v grafu hledali tahy. Nyni budeme hledat
cesty.

Definice

Tah v grafu G je takovd posloupnost vrcholii a hran
Cesty v grafech

V07 V0V17 V17 V1V27 V27 ] Vn—lvna Vn7

kde v; jsou vrcholy grafu G a vjvjy1 jsou hrany grafu G a
Zadnd hrana se neopakuje.

Definice
Cesta je tah, ve kterém se neopakuji ani Zadné vrcholy.
Pocet hran cesty nazveme délkou cesty.



» P¥iklad tahu (délky 6):

A,AD,D,DC,C,CF,F,FD,D,DB, B, BC,C.

» P¥iklad cesty (délky 3):
C,CF,F,FD,D,DB,B.
» Ani tah ani cesta:
B,BD,D,DC, C,CD,D.
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Délka cesty mezi vrcholy

Jaka je délka nejkratsi cesty mezi A a B?
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Vazeny graf

Definice
Ve vdzeném (ohodnoceném) grafy je navic kaZdé hrané
pFifazeno realné &islo.

Jaka je délka nejkratsi cesty mezi A a B?
Existuji obecné metody ¥eSeni . ..
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Hamiltonovska cesta a kruZnice

Definice

Hamiltonovskd cesta v grafu obsahuje vsechny vrcholy grafu.

Hamiltonovska kruZnice v grafu je takovy uzavFeny tah
(prvni vrchol tahu splyvd s poslednim), ktery obsahuje
vSechny vrcholy grafu, pFi¢emZ Zadny vrchol se neopakuje.
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Hamiltonovskd cesta a eulerovsky tah ety

v grafech
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Pozor: Prolomen kédu

» eulerovsky tah projde v8echny hrany Zavér

» hamiltonovska cesta projde vSechny vrcholy
(nemusi projit viechny hrany!) je mnohem t&Z(



Hamilton

Teoretickou tlohu dokonce prodaval jako hlavolam.
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Nakresleny do roviny.
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Prochazky
v grafech

Jezdec na Sachovnici

Sachovnice

Formulace ulohy

Je mozné objet celou Sachovnici koném tak, abychom
na kazdé pole vstoupili pravé jednou?
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Formulace ulohy

Je mozné objet celou Sachovnici koném tak, abychom
na kaZdé pole vstoupili pravé jednou a vratili se na vychozi

poli¢ko?

Prochazky
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Sachovnice



Prochazky
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Sachovnice

Formulace ulohy

Je mozné objet celou Sachovnici koném tak, abychom
na kaZdé pole vstoupili pravé jednou a vratili se na vychozi
poli¢ko?



Prochazky
v grafech

Formulace tlohy pomoci teorie grafi
Existuje v grafu hamiltonovska kruZnice?

Stadi si v grafu né&¢eho viimnout. ..
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Pro Sachovnici 8 x 8 feSeni existuje.
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Koza vlk a zeli Prochézky

v grafech
Formulace ulohy

Hospoda¥ se vraci z trhu, kde koupil kozu, mladého vlka a

zeli. Na cest& domii se musi preplavit pres feku. Jeho lod ka R
je mald a vratkd, proto miiZe s sebou vzit vZdy jen jednu ze B
t¥i véci. Na bfehu nemohou spolu zlstat koza a zeli (protoZe T ——
by koza zeli sezrala), ani koza s vlkem (protoze by vlk oty T

pokousal kozu).
Jak musi hospoda¥ prevoz zorganizovat, aby dostal na druhy
b¥eh cely sviij nakup? Kolik existuje feseni?

Hamilton

Sachovnice

Koza vik a zelf
Sachovnice podruhé

Prolomeni kédu

Formulace ulohy pomoci teorie graft
Sestavime graf

» vrcholy grafu = stavy (kdo je na levém b¥ehu?)
» hranv — moynv nfechod



ReZeni uzitim grafu
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Jina uloha

Sachovnice podruhé

Formulace ulohy
Co nejmendim poltem tahi zajistéte, aby &erné koné& staly
na misté bilych a naopak.



Prochazky
v grafech

Formulace ulohy pomaoci teorie grafi

Sestavime stavovy graf:
» vrcholy jsou mozné stavy,

» hrany odpovidaji povolenym tahdm.

Sachovnice podruhé

Naptiklad ({al,d4},{a4,d1}) a ({al, d4},{a4, c3}) jsou
spojeny hranou.



Prochazky
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Formulace ulohy pomoci teorie grafi

Dostaneme graf, ktery ma:
» C*(2,2,12) = 10920 vrcholi ({b1, b2}, {c1, c2}),
» x hran.

V tomto pfipadé je stavovy graf extrémné veliky.

Nem3d smysl ¥esit ru¢n& — mizete zkusit naprogramovat. . .

Sachovnice podruhé
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Prolomeni koédu

Formulace ulohy

Zaznamnik je mozno prehrat dalkové uZitim ténové volby.
Sta&i zadat spravnou posloupnosti ténl bez ohledu na
pFedchozi stisknuté klavesy. Je-li 1234 heslo zaznamniku,
miZeme zadat 1234, nebo 81234 nebo i 63825431234.

Otazky
» Nejmensi pocet cifer, ktery zajisti prolomeni kédu?

» Jak sestrojit pFislusnou posloupnost ¢&isel?

Prolomeni kédu



Prochazky
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Formulace ulohy pomoci teorie grafi

Sestavime graf:
» vrcholy jsou kédova slova bez posledniho znaku,

» orientované hrany spoji dvé slova:
vznikne vynechanim prvniho a pfidanim znaku na konec.

» Jednd se o orientovany eulerovsky graf!

» Existuje (uzavieny) eulerovsky tah viemi vrcholy.
Kazda hrana odpovida jednomu slovo.

Sestaveni kédu:
1. Jméno prvniho vrcholu vybereme xyz, <
2. za kaZdou hranu tahu p¥iddme jeden znak w, T
3. nakonec zopakujeme znaky xyz.

Celkem dostaneme pravé 10 003 cifer.



Linky Prochazky

v grafech

http://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler
http://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler
http://cs.wikipedia.org/wiki/Eulerovsky_tah
http://projecteuler.net/index.php?section=problems

Zavér



Dékuji za pozornost.
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