
Cvičeńı 3

Uvažujme úlohu

−k u′′(x) = f(x) pro x ∈ (0, l), k, l > 0,
u(0) = u(l) = 0.

Řešeńı tohoto problému si lze představit jako průhyb struny délky l, která je uchycena na obou
konćıch a na ńıž p̊usob́ı vertikálńı śıla s hustotou f . Konstanta k vyjadřuje tuhost struny.

1. Numerické řešeńı úlohy pomoćı metody sı́tı́ (konečných diferencı́)

Na struně zvoĺıme pravidelnou śıt’ uzl̊u x0, x1, . . . , xn−1, xn, n ∈ N.

Vzdálenost dvou sousedńıch uzl̊u vyjádř́ıme č́ıslem

h =
l

n
.

Označ́ıme si dále ui = u(xi) a fi = f(xi) pro i = 0, 1, . . . , n. Nyńı budeme hledat aproximaci
řešeńı v uvedených uzlech.

a) počátečńı uzel: u0 = 0

b) vnitřńı uzly: derivaci vyskytuj́ıćı se v diferenciálńı rovnici aproximujeme pomoćı diferenčnı́ch
podı́lů

u′′(xi) ≈
u′(xi + h

2 ) − u′(xi −
h

2 )

h
≈

u(xi+h)−u(xi)
h

− u(xi)−u(xi−h)
h

h
=

=
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

h2
;

rovnici −k u′′(xi) = f(xi) pak nahrad́ıme rovnićı

k

h2
[−ui+1 + 2ui − ui−1] = fi, i = 1, 2, . . . , n − 1

c) koncový uzel: un = 0

Dostáváme tak soustavu (n − 1) lineárńıch algebraických rovnic o (n − 1) neznámých, kterou si
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můžeme (maticově) zapsat takto:
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2. Analytické řešeńı úlohy pro konstantńı f

Předpokládejme, že f(x) = c ∈ R pro všechna x ∈ (0, l).
Pak pro všechna x ∈ (0, l) plat́ı:

−ku′′(x) = c;

u′′(x) = −
c

k
;

u′(x) =

∫

−
c

k
dx = −

c

k
x + a, a ∈ R;

u(x) =

∫

−
c

k
x + adx = −

c

2k
x2 + ax + b, b ∈ R.

Nyńı vezmeme v úvahu okrajové podmı́nky a předeṕı̌seme hodnoty konstant a a b.

u(0) = 0 : 0 = −
c

2k
· 0 + a · 0 + b ⇒ b = 0

u(l) = 0 : 0 = −
c

2k
· l2 + a · l ⇒ a =

c

2k
l

Źıskali jsme analytické řešeńı naš́ı úlohy ve tvaru

u(x) =
c

2k
x(l − x) pro x ∈ 〈0, l〉.

Toto řešeńı je pro c := −1, k := 1 a l := 1 znázorněno na následuj́ıćım obrázku.
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