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Predem bych chtéla podékovat milym koleglim a autorim ucebniho textu
Integralni pocet funkci jedné proménné RNDr. Sarce Hogkové Ph.D. a doc.
RNDr. Jaromiru Kubenovi CSc. za laskavé svoleni vyuzit nékteré poznamky
a obrazky z jejich textu pro tcely této prednasky.

Chtéla bych volné navazat na prednasku z lotiského Skomamu 2005, ktera,
byla vénovana predevsim derivaci, vztahu mezi spojitosti a derivaci a okrajové
se zminovala o pojmech urcity a neurcity integral. V této prednasce se budeme
vénovat podrobnéji neuréitému integralu a zamyslime se nad tim, jak ndm
mohou pfi vypoctu neurcitého integralu pomoci systémy pocitacové algebry
jako je Maple nebo Mathematica. Na konkrétnich prikladech si ukazeme, jaka
askali nés pfi pouzivani matematického softwaru mohou c¢ekat.

Pfedem zduraziuji, ze se v zd&dném piipadé nejedné o uceleny vyklad (ten
by nebyl vzhledem k ¢asové dotaci pfednasek ani mozny), pouze o diskusi
nékolika otéazek.



Kapitola 1

Pripomenuti pojmu derivace

Derivaci ziskdvame ,rychlost zmény“ néjaké ménici se veli¢iny. Hodnota, po-
loha nebo smér pohybu musi byt popsany néjakou funkei (analytickym vyra-
zem, vzorcem). Derivovanim této funkce vznika nové funkce, ktera jiz udava
hledanou ,rychlost zmény“. Strucné feceno, derivovani transformuje jednu
funkci na druhou.

Odvozeni definice derivace na zakladé mechanického a geometrického mo-
delu byla vénovana lonskéa prednaskal. Nyni tedy jen struéné pfipomeneme
definice derivace funkce v bodé€ a derivace funkce na mnoziné.

Definice 1.1. Necht xzy € D(f). Existuje-li limita

f(x) = f (o)

lim ,

z—z0 T — T
znacime ji f'(zo) a nazyvame derivaci funkce f v bodé xy.
Je-li f'(z9) € R, pak fikdme, ze f md v bodé xy vlastni derivaci.
Je-li f'(zg) = +oo, Fikdme, Ze funkce f md v bodé z¢ nevlastni derivaci.

Umluva: Nebude-li dale Feceno jinak, budeme pod pojmem derivace
rozumét vlastni derivaci.

Jesté pripomenme vztah mezi derivaci funkce v bodé a spojitosti v tomto
bodé.

Véta 1.2. Ma-li funkce f v bodé xg € R vlastni derivaci, je v tomto bodé
spojitd.

IText prednasky je k dispozici na adrese
http://www.am.vsb.cz/SKOMAMO5/Prednasky/Sarmanova/par_poznamek.pdf



Opacna implikace vSsak neplati. Ze spojitosti funkce v bodé neplyne exis-
tence derivace v tomto bodé. Triviadlnim prikladem spojité funkce, kterd nema
v bodé ¢ = 0 derivaci, je funkce absolutni hodnota f: y = |z|. Pfipomenme
definici této funkce.

Fiy= —x, x <0,
‘Y= z, x=20.
Graf:

Yy y=|zl

O X

Obecné, v bodech, kde ma graf funkce ,hroty“, nema funkce derivaci.

Predchozi definice vymezuje pojem derivaci funkce v bodé xg. Tato derivace
je néjaké ¢islo. Jestlize ma f derivaci v kazdém bodé defini¢niho oboru (popf.
néjaké jeho ¢asti), dostavame novou funkci f’ definovanou takto:

Definice 1.3. Necht existuje vlastni derivace f’(x) funkce f pro vSechna
xr € M, kde M C D(f). Pak funkci f': y = f'(z), x € M, nazyvame derivact
funkce f na M.

Jesté jednou pfipometime, ze derivace ptifazuje funkci f novou funkci f’.
Pro konkrétni hodnotu = mtize mit ¢islo f/(z) riiznou interpretaci podle toho,
co vyjadruje funkce f. Naptiklad:

e geometricky ma hodnota f’(x) vyznam smérnice tecny ke grafu funkce
f v bodé [z, f(x)],

e jestlize f vyjadiuje polohu (drahu) bodu pohybujiciho se po pfimce v zé-
vislosti na Case, pak f’(z) udéva okamzitou rychlost tohoto bodu v ¢ase
x’

e jestlize f vyjadruje okamzitou rychlost bodu pohybujiciho se po pfimce
v zévislosti na ¢ase, pak f’(r) udava okamzité zrychleni tohoto bodu
v case x.

Obecné, hodnota f’(x) vyjadiuje miru velikosti zmény funkce f v zavislosti
na zmeéné nezavislé proménné zx.



Kapitola 2
Neurcity integral

Zabyvejme se nyni tulohou, kterd je v jistém smyslu inverzni k derivovani.
K zadané funkci f hleddme funkci F' takovou, aby platilo F/ = f. Ptame se
tedy, jakou funkci je nutné derivovat, abychom dostali zadanou funkci f. Tj.

e Ze znalosti smérnic teCen ke grafu funkce f chceme najit tuto funkci f.
e Ze znalosti okamzité rychlosti bodu chceme zjistit polohu tohoto bodu.

e Ze znalosti okamzitého zrychleni bodu chceme urcit jeho okamzitou rych
lost.

Definice 2.1. Necht funkce f je definoviana na otevieném intervalu (a,b)
(a, b € R*, a < b). Pak funkci F, pro kterou plati F'(x) = f(x) pro kazdé
x € (a,b), nazyvame primitivni funkci k funkci f na intervalu (a,b).

Chceme napf. najit néjakou primitivni funkei k funkei f: y = cosz, x € R.
Neni tézké uhodnout, ze takova funkce je napi. F'(x) = sin x, protoze (sinz)’ =
= cosz. Ale také napi. F'(z) = sinx + 5 je primitivni funkei, protoze (sinz +
+5)" = cosx. Obecné F(x) = sinz + ¢, kde ¢ € R je primitivni funkce k funkci
f

Grafy jednotlivych primitivnich funkeci jsou posunuty ve sméru osy y. Pro
pevné zvolené x jsou teény ke grafim funkci F'(x) + ¢ v bodech [z, F(x) + ]
pro lib. ¢ € R navzajem rovnobézné, tj. maji stejné smérnice.

Véta 2.2. Je-li funkce F' primitivni funkci k funkci f na otevieném intervalu
(a,b), tvori funkce definované predpisy F(z) + ¢, kde ¢ € R, prdvé vsechny
primitivnt funkce k funkci f na intervalu (a,b).



Obr. 2.1: Primitivni funkce k funkci cosx

K dané funkci f tedy existuje nekonec¢né mnoho primitivnich funkci, které
se navzajem ,lisl o konstantu®, tj. je-li /' primitivni funkce k f, pak mnozina
v8ech primitivnich funkei k f je mnozina {F + ¢,c¢ € R}. Jinymi slovy, jsou-li
funkce Fy, F5 primitivnimi funkcemi k funkci f na intervalu (a,b), potom je
jejich rozdil Fy — F5 konstantni funkce.

Oznaceni: Je-li F' primitivni funkci k funkci f, piSeme

F(z) = / f(z) da

a mluvime o neurcitém integrdlu funkce f.

Toto oznafeni vychazi z historickych déivodt — znameni [ vzniklo modifi-
kaci velkého ,,S¢.

Pri vypoctech vsak vznikd problém, kterou z primitivnich funkci takto
oznac¢ime. Neni dost dobfe mozné vybrat z mnoziny primitivnich funkci néja-
kého ,,vhodného reprezentanta®. Domluvme se tedy, Ze symbol [ f(z)dz znaéi
nékterou z primitivnich funkei k funkei f (kazdou dalsi bychom dostali pFi¢te-
nim vhodné konstanty). Stava se tedy, Ze pouzijeme-li pfi vypocétu konkrétniho
neur¢itého integrélu rizné metody, dostdvdme rizné vysledky (rtzné primi-
tivni fukce). Tyto vysledky se vsak musi lisit o konstantu.

Jesté poznamenejme, ze mluvime-li o primitivni funkci, méme vzdy na
mysli i néjaky otevieny interval, na némz je tato funkce definovéna.



Véta 2.3. Je-li f spojitd na intervalu (a,b), pak na tomto intervalu existuje
alespon jedna primitivni funkce k funkci f.

Dale si uvédomme, ze kazda primitivni funkce je spojita. To plyne primo z
definice primitivni funkce: F' je primitivni funkci k f na intervalu (a, b), jestlize
pro vSechna z € (a,b) plati F'(x) = f(x). Tedy F méa vlastni derivaci vSude
na (a,b) a je proto podle véty 1.2 na tomto intervalu spojita.

Seznamili jsme se s pojmem primitivni funkce a neuréity integral. Nyni
bychom se méli naucit integrovat elementarni funkce, tj. seznamit se s integrac-
nimi metodami (metoda per partes, substituéni metoda, integrace racionélnich
lomenych funkci, integrace nékterych specialnich typt funkci obsahujicich siny,
kosiny, odmocniny.. .).

Otazka, kterou si ¢asto kladou zaci i ucitelé je, jestli je v dnesni dobé poci-
taclt opravdu nutné se ucit pocitat integraly ru¢né. Mym cilem neni odpovédét
na tuto otazku. Chtéla bych pouze na nékolika pfikladech ukazat, ze matema-
tické programy mohou na jedné strané velmi usnadnit praci, ale vysledky, které
nam déavaji je nutno umeét spravné interpretovat a kriticky hodnotit.

Priklad 1

Chceme-li napt. po Maplu, aby nam vypocital integral

/Zx (2% +1)** du,

dostaneme nasledujici vysledek
2, L 50, 48 46 44 a2, 10626 4 38 36
T+ —2 + 2 +1227 49227 4506z +Ta: + 7084 z°° 4 19228

25
653752
+ 43263 23 + 81719 2% + — 230 4+ 178296 2%° + 208012 226 + 208012 224

653752 10626 10
5 5

+ 178296 222 + 220 + 81719 2 + 43263 216 4 19228 21 + 7084 ' +

+5062% + 9225 + 1222

Nepomuze ani zjednoduseni, tj. uziti prikazu ”factor”:

1
%x2 (2® + 525 + 102 + 1022 4 5) (2 + 20 23 + 190 2% + 1140 23 + 4845 232

+ 15505 230 + 38775 228 + 77625 226 + 126425 2% + 169325 22 + 187760 2%°
+ 172975 28 + 132450 216 + 84075 214 + 43975 22 + 18760 21° + 6425 28 + 1725 2°
+ 350 2 4+ 50 2% + 5)



Kdybychom zadany integral vypocitali ,ruéné“ (vypocet je velmi jedno-
duchy), dostali bychom nésledujici vysledek
1

2 25
+1)*°.
25( )

Jsou spravné oba vysledky? Zkusime-li od naseho vysledku odecist vysledek,
ktery nam predlozil Maple, dostaneme konstantu rovnu ¢islu 1/25. Z toho tedy
plyne, Ze oba vysledky predstavuji rizné primitivni funkce k zadané funkci.

Priklad 2

Chceme-li pomoci Maplu vypocitat integral
/(\/1—1:2—1— Va2 — 4)dz,

dostaneme nasledujici vysledek

1 1 1
5% 1—x2—|—§arcsin(x)+fx\/a:2—4—21n(:17—|—\/:172—4)

2

Je spravny? Odpovéd zni NE. Defini¢ni obor této funkce je prazdny, tedy
vysledek je nesmyslny.

Priklad 3

Chceme-li vypocitat integral

/Sin z2dz,

1
3 V2 /7 FresnelS(

dostaneme nasledujici vysledek

V2
NG

Jak si poradime s takovym vysledkem? Pro¢ neni vysledek vyjadien pomoci
nam znamych elementarnich funkci?

)

Dostavame se k otazce zdali integraci elementarni funkce dostaneme vzdy
opét elementarni funkci.

Vime, Ze elementarni funkce jsou spojité na intervalech, na nichz jsou de-
finované. Proto k nim podle véty 2.3 existuji primitivni funkce. ALE tyto
primitivni funkce jiz nemusi byt elementarni.



Takové funkce (primitivni funkce k elementarnim funkcim, které jiz nejsou
elementarni) se obvykle nazyvaji vyssi transcendentni funkce.

Bohuzel neexistuje zadné kritérium jak rozhodnout, jestli konkrétni neur-
City integral vede na elementarni funkci nebo na vyssi transcendentni funkci.
V praxi se ndm bud podaii konkrétni integral spocitat (tj. nalézt primitivni
funkci v mnoziné elementarnich funkci) nebo ne. V pfipadé neuspéchu ale ne-
vime, zda je to dano nasi nedostateénou zkusSenosti, a tudiz ma cenu se snazit
déle, nebo zda to opravdu nejde a tudiz nema cenu ztracet s danym integralem
cas.

Ptiklady integrald, o nichz je znamo, Ze vedou na vyssi transc. funkei jsou:

sinx cos T
/ dx integralsinus / dx integralkosinus
T T
1 ) . , —g2
o dx logaritmusintegral e ¥ dr Gaussova funkce
nx

/ sin z2dz, / cosz?dxr  Fresnelovy integraly

Vidime, Ze se jedna na prvni pohled o velmi jednoduché funkce. Tedy od-
hadnout podle ,slozitosti* zadané funkce, zda je jeji primitivni funkce ele-
mentarni nebo ne, je nemozné. Napiiklad [ cos? xzdx lehce spocitame, ale
| cos x?dx, uz neni elementarni funkce. P¥itom v obou p¥ipadech jde o slo-
zenou funkci se slozkami ,,druhd mocnina“ a ,kosinus“. Lisi se jen poradim
slozek.

Priklad 4
Chceme-li spocitat integral
dx
2 —cosz’
dostaneme vysledek

\33 arctg (\/gtg g) .

Miize byt uvedené funkce primitivni funkei k zadané funkci f: y = 5—

2—cosx *

Podivejme se nejprve na funkci f:

Funkce f je definovina a tudiz spojitd na celém R. Dle véty 2.3 tedy
existuje na celém R primitivni funkce k f. Vzhledem k tomu, Ze je kazdé
primitivni funkce spojita, musi tedy k nasi funkci f existovat na celém R
spojita primitivni funkce.



Nyni se podivejme na vyslednou funkci, kterou si pracovné oznac¢me G:

G(z) = \% arctg (\/gtg g) .

Funkce G je definovéna pro kazdé x € R~ {..., =3, —m, 7, 3m,...}. Jednd
se tedy o nespojitou funkci. Jako takova tedy nemtize byt primitivni funkci k
funkci f.

Zamysleme se nad tim, jak vypadaji primitivni funkce na jednotlivych
intervalech ((2k — 1), (2k + 1)), k € Z, na nich# je funkce G spojita.

e Pro kazdé x € (—m, ) plati G'(x) = f(z). Na tomto intervalu jsou tedy
v8echny primitivni funkce tvaru G(z) + co, co € R.

Funkce f i funkce G jsou periodické s periodou 2x. Staci se tedy zabyvat
témito funkcemi na intervalu délky 2w, tj. napf. na intervalu (—m, 7). Grafy
téchto funkci na dalsich intervalech jsou kopii ¢asti grafu z intervalu (—m, 7).
Tedy

e Pro kazdé x € (—3m, —m) plati G'(z) = f(x). Na tomto intervalu jsou
tedy vSechny primitivni funkce tvaru G(x) + ¢1, ¢1 € R.

e Pro kazdé x € (m,3n) plati G'(z) = f(x). Na tomto intervalu jsou tedy
vSechny primitivni funkce tvaru G(z) + c2, co € R.

Atd. Utvofme nyni z téchto primitivnich funkci na jednotlivych intervalech
funkci F', kterd bude primitivni k f na celém R. Pfedevsim nam jde o to, aby
byla funkce F spojitda na R. Zvolme tedy konstanty cg, ci1, co, ...tak, aby
primitivni funkce na jednotlivych intervalech na sebe navazovaly.

e Vyjdéme od intervalu (—m,7) a polozme F(x) = G(z) pro kazdé = € (—
—m, ). (Zvolili jsme ¢y = 0).

e Podivejme se nyni na limitu funkce F' v pravém krajnim bodé tohoto
intervalu — to je bod, v némZ budeme muset kviili spojitosti dodefinovat
hodnotu. Tato limita nam také pomuize zjistit konstantu ca (kterou z
primitivnich funkeci na intervalu (7, 37) vybrat, aby ,spojité navazovala“
na funkci F' na intervalu (—, 7).

2 x s
lim F(z) = lim —— arctgV3tg - = —
e (@) o V3 arctg V3 tg 2 V3



2 x ™
lim G(z) = lim — arctgVv3tg - = ———
Jim ) = lim g ercteVitey =~ g

Vidime, Ze je tfeba zvolit cp = % Posouvame tedy funkci G(z) na
: 2
intervalu (m,37) o 77% nahoru.

e Prozatim tedy mame spojitou primitivni funkeci na intervalu (—, 37):

;

% arctg \/gtgg pro x € (—m,m),
F(z) = % pro x = m, (2.1)
% arctg \/gtg% + % pro x € (m,37),
e Obdobné se podivame na limitu v bodé x = —.
lim F(z)= lim 2 arctg \/gtgf =
w——mt z——nt /3 2 V3

™

2 T
lim G(z)= lim — arctgV3tg_- = :
i G = | g ercteVte, = g

Vidime, Ze je tieba zvolit ¢; = —%. Posouvame tedy funkci G(z) na

. o o
intervalu (=37, —m) o e dolt.

e Méme spojitou primitivni funkci na intervalu (—3m, 37):

% arctg \/§tg% — % pro x € (=3m, —m),
—% pro r = —m,
F(z)= % arctg V3tg 2 pro z € (—m,m), (2.2)
% pro r = m,
% arctg \/gtg% + 2—\/7% pro z € (7, 37),
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Obdobné bychom konstruovali funkci F' na vsech intervalech ((2k—1)m, (2k+
+ 1)7r), k € Z. Takto zkonstruovana funkce bude mit v§ude derivaci a bude pri-
mitivni k funkci m Vsimnéte si, ze funkce F' neni periodické — viz obr. 2.2.
Funkce G(z), kterd neni definovand v lichych nasobcich 7 a je 2m-periodicks,
je znazornéna ¢arkované. Na intervalu (—m, 7) grafy F(x) a G(z) splyvaji.

S podobnou situaci (jakymsi ,slepovanim“ grafii) se u integralt obsahuji-
cich goniometrické funkce setkdvame velmi Casto. Bohuzel s priklady tohoto
typu si programy Maple nebo Mathematica neuméji vyrovnat. Pokud potre-
bujeme primitivni funkci na vétsim intervalu, musime byt velmi opatrni. Jinak
muZeme dostat velmi snadno zcela nesmyslné vysledky (napf. pii vypoctu ur-
¢itého integralu pomoci neurcitého.

Yy
3m/V3t
y=F(x)
271./\/3- .............................. :
- A -
7 L7
/ 7 T
—3m e - O T /or 37
e e
// ~r \/g__ //
M =G
—37r/\/§--

Obr. 2.2: Graf primitivni funkce k funkci —%

2—cosx
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dz

Pro zajimavost uvedme 1 vypodet neuré¢itého integralu | ———.
2
—cosx

Resend. PouZijeme substituci tg 5 = t. Pomoci této substituce mizeme dany
integral vypocitat na kazdém z intervala (—m + 2km, m + 2km), k € Z.

tgg =t

/2(5155— r = 2arctgt —/ 1142'1 2t2dt:
— COS T dl':lftgdt 2_l—|-7t2 +
/ 2 dt 2 / dt 2 1 ¢ t n
= | —— dt== =—.—arctg— +c=
2 21 1 L
32 +1 3J t2+3 3 7 7
2 x
= arctgV3t—+c= arctg V3tg =.
/3 g /3 g g D)
Nalezena funkce je primitivni funkei k funkei f(x) = 2_010555 na kazdém in-

tervalu (—7 + 2k, 7 + 2km), k € Z. Pokud chceme nalézt primitivni funkci
na celém R, musime postupovat metodou ,slepovani®, jak jiz bylo naznaceno
vyse. A

Poznamka 2.4. Vyhodou substituce tg 5 = t je jeji univerzalnost, uvazovany
integral prevede vzdy na integral z racionalni funkce. M4 vsak dvé velké nevy-
hody. Prvni z nich spo¢iva v tom, Ze konkrétni vipocty pomoci této substituce
byvaji vétsinou dost pracné, a druhé nevyhoda je, ze k nalezeni integralu na
maximalnich intervalech, na nichz je integrovana funkce spojita, musime casto
provadét ,slepovani“ — viz predchozi piiklad. Proto, miizeme-li se této obecné
substituci vyhnout, radéji tak uc¢inime.

Co fici zédvérem? K tomu, abychom mohli efektivné vyuzivat systémy po-
Citacové algebry k vypoctu integrald, je tfeba znat presné definice pojmi,
vlastnosti téchto pojmi a vSimat si intervaldi, na nichz jsou zadana a vysledna
funkce definovany. Obecné neni dobré tyto programy precenovat a plné se
na né spoléhat. Je dilezité umét kriticky zhodnotit, zda vysledek, ktery nam
pocitace vyrobi, muze byt spravny.
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